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Solucion.

Ejercicio 1.

a. Enunciar el Teorema de Euler.

Ver notas tedricas: Teorema 2.6.5 en la pagina 40.
b. Calcular las siguientes potencias.

i) 3109 (méd 104). Como 104 = 2313 entonces p(104) = 2212 = 48. Para calcular la poten-
cia podemos utilizar el teorema de Euler ya que 3 y 104 son coprimos, con lo que nos
queda

3100 = 348244 — (3%5)%31 = 31 (n6d 104) =81 (méd 104).

ii) 10°7 (m6d 101). En este caso también podemos aplicar el teorema de Euler ya que
101 es primo. Como 101 es primo (101) = 100 y 10?7 = 103 (mdéd 101) = (10*1)3
(méd 101).

Tenemos que calcular 10~ (méd 101), y para esto observamos que 10 - 10 = 100 =
—1 (méd 101) entonces 10 - (—10) = 1 (méd 101) y concluimos que 1073 = (—10)3
(méd 101) = (—1000) (méd 101) = 10 (méd 101).

i) 6% (mod 99).

En este caso no podemos aplicar el teorema de Euler dado que 6 =2-3y 99 = 32-11 no

son coprimos. Lo que podemos hacer es aplicar el teorema chino del resto de la siguiente
manera:

— (66 . _ .
v = 666 (méd99)<:>{x_6 (méd 9) {ZE_O (méd 9)

r =65 (méd 11) r=65 (méd 11)

Calculamos 6° (méd 11) que es 5. La solucién del sistema es 27 y entonces 6% = 27
(méd 101).

Aclaracion: cuando pedimos calcular o™ (méd n), nos referimos a hallar x € N, con 0 < x < n tal
que a™ =z (méd n)

Ejercicio 2.
a. Sean a,b y c enteros no nulos tales que mcd(a, b) | c. Consideramos la ecuacién diofantica

axr+by=c

y (z0,y0) una solucién particular de la misma.

i) Probar que para todo k € Z el par

2o+ b o — kL
0" Y med(a, b)’ Yo mcd(a, b)

también es solucion de la ecuacion.

ii) Probar que todas las soluciones de la ecuacién son de la forma

B0+ ko — k2
0" M med(a, b)’yo med(a,b) )

Es decir, probar que si (x1,y1) es solucién de la ecuacion, entonces existe k € Z tal que

b a
- e k—2L ).
(21, 91) <$0 * mcd(a,b)’ Yo mcd(a, b))



La solucién de ambas partes es el Teorema 1.5.3 de las notas tedricas en la pagina 17.

b. i)

ii)

Ejercicio

Hallar todas las soluciones médulo 41 de la ecuacién 4x =7 (méd 41).

Como 4 es invertible médulo 41 hay una sola solucién a la congruencia que serd z = 4=1-7
(méd 41). Como 4 - 10 = —1 (méd 41) y 4=! = —10 (méd 41) = 31. Por lo tanto
x=7--10 (m6d 41) = —70 (mdéd 41) =12 (mdd 41).

Hallar todas las soluciones médulo 80 de la ecuacién 25z = 10 (méd 80).

En este caso no podemos hacer lo mismo que en el caso anterior dado que 25 no es
invertible médulo 80. Pero la congruencia anterior es equivalente a la diofantica

25z + 80y = 10,

que claramente tiene solucién dado que med(25,80) = 5 | 10. Una solucién particular
es (—6,2) encontrada utilizando el Algoritmo Extendido de Euclides. Esto implica que
todas las soluciones de x son de la forma

—6 + %k = —6 + 16k.

Y como nos interesa los  médulo 80 vemos que las soluciones son z = —6+16k (mdd 80)
con k=0,1,2,3,4. Las calculamos y dan

x =10,26,42,58,74 (méd 80).

3. Para cada uno de los siguientes sistemas, investigar si tiene solucién, y en caso que

tenga solucién, hallar todas todas sus soluciones.

T
a. €T
xT

= 7 (méd 11) x = 7 (méd 22)
= 13 (mdéd 20) . b. ¢ z = 21 (méd 28)
= 14 (mdéd 21) z = 23 (mdd 30)

a. Dado que los mdédulos del sistema son coprimos 2 a 2 sabemos que el sistema tiene solucién
por el Teorema Chino del Resto. Utilizamos el método dado en el ejercicio 4 del practico 5
para su resolucién, pero antes aplicamos un cambio de variable lineal para facilitar las cuentas.
Si definimos 2’ = x + 7, entonces el nuevo sistema a resolver es

¥ = 3 (méd11)
¥ = 0 (méd 20)
¥ = 0 (méd 21)

Ahora, la solucién al sistema viene dada por ' = 3by My + 0be My + 0bs M3 (méd 11 -20 - 21),
donde b; es el inverso de M; médulo m;. m; son los médulos y M; es el producto de todos
los médulos menos el i-ésimo. Entonces solo tenemos que calcular el inverso de M7 = 20 - 21
médulo 11. Ahora 20-21 = (—2) - (—1) (méd 11) =2 (méd 11) y M; ' =6 (méd 11). Por lo
tanto la sélucion al sistema con 2’ es 3-6-20-21 = 7560 = 2940 (mdd 11-20-21). Concluimos
que z = 2933 (mdéd 11 -20-21).

b. Aplicando el TCR a cada una de las congruencias vemos que

(z = 7 (méd 11) x = 7 (méd 11)
x = 7 (mdd 2) x = 1 (mdd 2)
r = 7 (méd 22) x = 21 (mdd 4) x = 1 (mdd4)
r = 21 (m6d28) ¢ xz = 21 (méd7) &< z = 0 (méd7)
r = 23 (mdd 30) x = 23 (méd 2) x = 1 (mébd 2)
x = 23 (mdd 3) x = 2 (mébd 3)
xr = 23 (mddb) x = 3 (mdd 5)
Como z =1 (méd 4) implica x =1 (mdd 2) vemos que el sistema es equivalente a
x = 7 (méd 11)
x = 1 (mébd4)
x = 0 (méd 7)
x = 2 (mébd 3)
x = 3 (mébd 5)



Aplicando TRC a las congruencias 2 y 5 vemos que

{

y lo mismo para las ecuaciones 3 y 4 para obtener

{

Por lo que el sistema queda equivalente al de la parte anterior y tiene la misma solucién.

1 (méd 4)
3 (mod 5)

< x =13 (mdd 20),

0 (méd 7)
2 (mod 3)

Szx=14 (mdd 21).



