Ejercicio 1) Sea S, el sistema de congruencias

2(mod 3)
4(mod 7)
5(mod 11)
a(mod 21)

8 8 8 8

a) Hallar el minimo a € N para que el sistema S, tenga solucién.

Por el teorema chino de los restos, S, es equivalente al sistema

r=2 (mod 3)
r=4 (modT7)
x=5 (mod 11)
x=a (mod 3)
x=a (mod7)

Y dicho sistema tiene solucién si y solo si el sistema

¥

tiene solucién. Como a =3-3+2 =7+ 4 = 11 es solucién de

2 (mod 3)
4 (mod 7)

{aEQ (mod 3)
a=4 (mod7)

Maés atn por el teorema chino de los restos, cualquier otro a que sea solucién
es congruente con 11 moédulo 3-7 = 21. O sea que 11 es el menor natural tal
que el sistema S, tenga solucion.

b) Determinar la solucién del sistema para el a hallado en la parte
anterior y probar que la solucién es inica médulo 231.

El sistema S, con a = 11 queda



r=2 (mod 3)
g T = (mod 7)
) r= (mod 11)
r =11 (mod 21)
o lo que es lo mismo
r=2 (mod 3)
r=4 (mod7)
r=5 (mod 11)

El sistema

{xEQ (mod 3)
r=4 (mod7)

ya fue resuelto en la parte anterior y se concluyé z = 11(mod 21).

Luego, resolver Si; es resolver

r=5 (mod 11)
r=11 (mod 21)

Comox=6-21411=12-11+5 = 137 es solucion de Si;. Luego cualquier
otra solucién de Sy; es congruente con 137 modulo 3-7-11 = 231.

Ejercicio 2)
a)Dado n = p{'p5?...p;" con o; > 1y p; primos para todo i = 1,...,1,
determinar el nimero de divisores y demostrar el resultado.

Como n = pi*p5? ... p;" entonces todos los divisores de n seran de la forma

pf1p§2 . .pft con 0 < B; < o para todo i. Luego n tiene tantos divisores
como (g + 1)(ag+1)...(ap +1).

b)Probar que, si un niimero es un cubo perfecto, entonces su can-
tidad de divisores positivos es congruente con 1 médulo 3.



Si un ntmero n es un cubo perfecto, entonces n = a® para cierto entero a.
Luego, si a = p* ... pf es la descomposicién en primos de a, n = p3®' ... pi
sera la descomposicién en primos de n. Pero entonces la cantidad de divisores
denes (3a;3+1)(Baz+1)...(3a;+1); y como cada uno de estos factores es

congruente con 1 médulo 3, entonces su producto también lo seré.

c);Es cierto el reciproco? Caso afirmativo: demostrarlo. Caso ne-
gativo: dar contraejemplo.

Es falso: sea n = 2 -5 = 10. Luego n no es un cubo perfecto pero tiene
exactamente 4 = 3 + 1 divisores (1, 2, 5y 10).

d) Se tiene un tablero de 18 x 20 casillas y se ponen granos de arroz
en las casillas de modo que todas tengan la misma cantidad. ;Cual
es la menor cantidad de granos que se deben colocar en cada casilla
para que la cantidad total de granos sea un cubo perfecto?

Sea n la cantidad de granos que se ponen en cada casilla. O sea que en total
hay 18-20-n granos en el tablero. Ahora, para que esta cantidad sea un cubo
perfecto, es necesario (por la parte a) y obivamente suficiente, que todos los
primos de la descomposicion de 18 - 20 - n aparezcan con exponente multiplo

de 3.

Y como 18 -20 = 2-32-.22.5 = 23.3%.5 entonces el menor n posible es
n=3-5%

Ejercicio 3)
Sea ¢ la funcion de Euler.

a) Demostrar que ¢(p") = p"~!(p — 1) para p primo y n > 1.

B = #0 < a < p" s med(a,p) =1} = #({0 Sa < p") — {0 < a < ps
med(a, p") # 1}) = p" — #{0 < a < p" : med(a, p") # 1}
Como p es primo, entonces med(a,p™) # 1 si y solo si pla. Luego {0 < a <

p" i med(a,p") # 1} = {0 < a < p" : pla} y entonces ¢(p") = p" —p" .

b) Sean m = p{"'py?p5* y n = p’§2p§3pf‘* donde los p; son primos para



1 =1,2,3,4, a; > 1 para i = 1,23, f; > 1 para i1 = 2,3,4, as < By y
53<043.

b)1) Hallar d = mcd(m,n).

El maximo comin divisor de dos ntimeros es el producto de todos los primos
comunes con el menor exponente. Luego como pi,ps,ps y pg son primos

dlstlgtos y g < o, B3 < asz, med(n,m) = med(p]tpy*ps ,p22p§3p4 ) =
po°ps’.

b)2) Probar que ¢(mn) = %.

Py — )PP (g — D)p3P P (s — 1)t (pa — 1).
n)=p pr— 1)p3* Hpe — Dps* H(ps — 1)

m) = ps* (pa — 1)py (0 — Dp* (pa— 1)

¢
¢

(n-m)=
(

(
o(d) = p5* H(p2 — Dps* ' (ps — 1).

Luego se obtiene lo querido.

c¢) Calcular 10 - 17%%(mod 60 - 42).

$(60)-¢(42)6 __ (24)-(2:6)6 — 576.

Por la parte anterior sabemos que ¢(60 - 42) = 5(6) 5

Por lo tanto como 10 - 172396 = 10 - 17+576%2 ysando el Teorema de Euler
tenemos que 10 - 17%3% = 10 - 172 = 370(mod 60 - 42).



