Jueves 29 de Abril de 2010.

Solucién del primer parcial de Mat. Discreta

Ejercicio 1.

A. Sea d = mcd(a,b) y o',V tales que med(a’,b') =1y a =dd’, b = db'. Como mem(a,b) =
26 mced(a, b), entonces da’t/ = 26d y por lo tanto a’b’ = 26 y por lo tanto (a’,b") = (26,1)
o (a',b') = (13,2). Entonces (a,b) = (26d,d) o (a,b) = (13d,2d). En la primer posibilidad,
el resto de dividir a entre b es 0. Asi que (a,b) = (13d,2d). Ademds a = bg + 7 entonces
d|7Typorlotantod=10d="7.Sid=1, (a,b) = (13,2) pero el resto de dividir a entre b
es 1. Sid =1, el par (a,b) = (91, 14) cumple las dos condiciones.

B. 52=—-1 méd 13=5*=1 méd 13 = 5+ =5 mdéd 13.
Por Fermat, 45 = 212 =1 méd 13. Entonces 2 x 45"*!1 =8 mdd 13.
Entonces 5% 1 4+ 2 x 47t1 =5 4+ 8 mdd 13 = 54+ + 2 x 467+ = msd 13.

También se podia probar por inducciéon en n. El caso n = 0 queda 5 + 8 = 13. Paso
inductivo: si sabemos que 54! + 2 x 457F1 es multiplo de 13, entonces

54(n+1)+1 +2x 46(n+1)+1 — 54n+154 42 x 46n+1 % 46 _ 54n+1625 +2x 46n+1 % 4096 =
541625 + 2 x 457D 5 (625 + 3471) = 625 (5T + 2 x 4671 4 46713471 El primer
sumando es multiplo de 13 por hipdtesis inductiva, y el segundo sumando tambien ya que
3471 = 13 x 267.

Ejercicio 2.

A. Por el teorema chino del resto,
a28=1 méd 3=a=1 mdbd 3
r = a28 + b21 4+ 12 mébd 84 con 021 =0 méd 4=06=0 mod 4
cl2=6 méd7=chb=6 méd7=c=4 mdod 7
Entonces x = 28 + (4)12 mdéd 84 = = = 76 mdd 84, entonces = = 76.

B. Como no podemos usar Euler, usamos el método de exponenciacién que utiliza el Teorema
chino del resto.
34123 = 11234 1méd 3=1 mdd 3
341234 _ 91234171234 — () 1164 4
341234 = 61234 16d 7=6'%%* méd 7=1 méd 7

r=1 mdbd 3
El Teorema Chino del Resto nos asegura que si « es solucién de ¢ =0 méd 4 entonces
r=1 méd 7

341234 = 1 méd 84.
Resolvemos el sistema (andlogo a la parte A)

a28=1 méd 3 =a=1 mdd 3
r = a28 + 521 + 12 méd 84 con ¢ 21 =0 méd4=5b=0 mod 4

cl2=1 méd 7=ch=1 méd 7=c=3 mod 7
Entonces x = 28 + (3)12 mdéd 84 = =z = 64 mdd 84, entonces = = 64.



Ejercicio 3.

A. El teorema de Bezout dice que si mcd(a,n) = d entonces existen z,y € Z tales que
ax + ny = d. Entonces si med(a,n) = 1, existen z,y € Z tales que ax +ny = 1 y por lo
tanto ax = 1 — ny, entonces ax =1 mébd n.

B. Directo: Si p es primo y a € {1,---p — 1} entonces mcd(p,a) = 1. Por la parte an-

terior, existe x € Z tal que ax = 1 mdéd p. Tomando z’' el resto de dividir x entre
p (@' € {0,---,p — 1}), tenemos que az’ = 1 méd p y por lo tanto z’ # 0, es decir
o e {1, ,p—1}.

Reciproco: Probaremos que si p no es primo, entonces existe a € {1,--- ,p — 1} tal que
para todo x € Z, ax Z 1 mdd p.

Si p no es primo, entonces p = ab con a,b € {1,---,p — 1}. Si existiera x € Z tal que
axr =1 mdbd p, entonces multiplicando por b a ambos lados, tenemos que bax = b médd p
y por lo tanto 0 = b mdéd p lo cual es absurdo ya que b € {1,--- ,p— 1}.

C. 552z =1 mdd 127 si y sdlo si existe y € Z tal que 56 = 1+ 127y es decir 55x — 127y = 1.
Aplicando el algoritmo de Euclides extendido, obtenemos que 55(—30) — 127(—-12) =1y

por lo tanto x = —30 + 127 = 97.
Ejercicio 4.
A. Ver tedrico (es parte de la demostracién del teorema de Euler).

B. Teorema de Euler: Sean a, n enteros coprimos, entonces a?™ =1 méd n. La demostracién
se dio en el tedrico.

C. Como mcd(33,35) = 1, por el teorema de Euler tenemos que 33¢(35) = 1 méd 35. Como
35 = 5x 7y ¢ es multiplicativa para coprimos, tenemos que ¢(35) = ¢(5)p(7) = 4x6 = 24.
Entonces

33182 — 33(2)(200)+2 _ (3324)290 332 — 1200332 1350 35 = 332 méd 35 = (—2)° méd 35=4 méd 35.

Por lo tanto, el resto de dividir 33%%2 entre 35 es 4.



