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Integrales de linea

Integrales de linea.
Un camino es una curva continuamente diferenciable a trozos. Esto
es, si v : [a, b] — C es un camino existen puntos
a=1sy <5 <...<s,=btal que 7 es continua en (sj,sj+1) y
. ; / , /
existen I|mt_>5j+ ¥(t)y I|mtﬁsjf+1 v (t).

Observacion. Un camino es una funcién, sin embargo por abuso
de lenguaje a veces se dice que el camino es su recorrido ([a, b]).
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Integrales de linea

Sea f : Q2 C C — C tal que esta definida en ([a, b]). Se define la
integral de f sobre el camino v de la manera siguiente

b
f(z)dz = f "(t)dt.
L (2) / () (1)t

Si denotamos f(z) = u(x,y) + iv(x,y) y ¥(t) = v1(t) + iv2(t),
entonces
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Integrales de linea

b b
/fmmﬂwu/fmmﬂwt
b
= [ W0 72(0) + Wn (02 NO4(E) + (o))

b
=/KM—%HW%+MWt

Observemos que las funciones que integramos tienen un nimero
finito de puntos de discontinuidad, por tanto son integrables.

José Rafael Le6n Ramos IMERL, UDELAR Clase No. 5 de FVC 2022



Integrales de linea

La nocién de equivalencia es importante. Un camino ~y : [a, b] — C
es equivalente al camino 7 : [d/, b'] — C si existe una funcién
diferenciable ¢ : [a', '] — [a, b] con ¢’ £ 0, p(a') =a,p(b)=by

Nn=70¢.
La nocién de integral se preserva bajo caminos equivalentes. En
efecto si hacemos el cambio de variable s = ¢(t)

b b
/ F((s))h(s)ds = / Fn(e(O)(e(6) (D)t
b
- / F((6) (1) .
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Integrales de linea

Algunas propiedades de la integral de linea. En primer lugar
denotemos por 21 la concatenacién de dos curvas, siempre que
71(b1) = 72(a2)

f,y(af(z) + pg(z))dz =« f,y f(z)dz + pa fv g(z)dz,
Va, B € C.

Sy f(2)dz = [ f(2)dz+ [ f(z)dz.

J_, f(z)dz = — [ f(z)dz, donde —y(t) =y(a+ b —1t).
1 F(2)dz| < [P IF((0)Y (1)t

| [ F(2)dz| < ||fl|ocLong(y), aqui Long(y) = [ |7/(t)]dt.

[

oA W
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Integrales de linea

Las tres primeras propiedades son inmediatas, la quinta se obtiene
de la cuarta al usar |F(v(t))Y (t)] < ||f||oo|”/(t)|- Para demostrar
la cuarta sélo hay que proceder como en las notas y denotar

I = [, f(z)dz. Escribir entonces | = |/|e. Luego |/| = le™". Asi

b
| = e / f(z)dz = / e~ F(1(£))(£)dt

Como el término de la izquierda es real y positivo se verifica

b
|/|=/ Rle F(~(t) 1dt</ (B ()]t
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Integrales de linea

Sea f(z) = z" y consideremos el v(t) = e't para t € [0,27]. Asi

2r 2 ei(n+1)t
/ f(Z)dZ = ’/ emteltdt = I/ e'(n+1)tdt = 7‘%ﬂ =0.
gl 0 0 n+1

Otro ejemplo es f(z) = 1

z

1 Lo
/ Zdz = i/ e te'ltdt = 27i
vZ 0
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Teorema de Cauchy

Teorema de Cauchy.

Antes de continuar diremos que un camino es cerrado cuando
v(a) = v(b) y supondremos que no existen puntos dobles esto
puntos t1, tp € (a, b) tales que y(t1) = v(t2). Un camino cerrado
divide al plano en dos regiones D y D’ una acotada la interior y la
no acotada. La figura siguiente bosqueja esta situacién.
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Teorema de Cauchy

La figura muestra las dos regiones del plano complejo que crea el
camino 7.
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Teorema de Cauchy

Vamos a demostrar el Teorema de Cauchy.

Teorema

Sea f € H(Q2) y v([0,1] C Q un camino cerrado y simple.
Supongamos que D C ). Entonces

/7 f(z)dz = 0.

Demostracion: Escribamos «y(t) = v1(t) + iv2(t). Entonces
1
[ @z = [N Gi + iao)er
g

= [ =
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Teorema de Cauchy

La extensidn a campos vectoriales que toman valores complejos del
Teorema de Green nos dice que si f = (f1, ) con f;: Q C C — C,
con i = 1,2 y es diferenciable entonces

1
// div fdxdy = / (% + %)d dy = / (hvy — foyy)dt.
D ox 0Oy 0

Ahora si tomamos (f1, f,) = (if, —f) entonces

1
// Ia—f — g )dxdy = /0 (ifvh — (—f~1))dt.
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Teorema de Cauchy

Pero se tiene

f(z+e)—1~f(z) Of

/ R, _or
flz) = alm) € ox’
’ f ] f 10f
Fi(z) = lim [ETE) = f(2) _ 107
e—0 ic i dy
Obtenemos
or o _,
ox Oy

y por consecuencia

1
[ #(@sz = [ (itss - (-t =
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