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Principio del argumento

Principio del argumento.

Antes de comenzar consideremos una funcién f : R — R tal que
f(x) > 0 para todo x. Consideremos la derivada logaritmica de f
como la derivada de la funcién F(x) = log f(x) esto es

o(x) == F'(x) = ':(()f)). De esta forma tenemos

b f
/ () log F(5) — o8 F(2) = Iog ).

El principio del argumento tiene que ver con la funcién p(z) = f/((zz))

que llamamos de nuevo la derivada logaritmicade f : Q ¢ C — C.
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Principio del argumento

Comencemos entonces recordando el comportamiento de una
funcién holomorfa en un abierto conexo Q del plano. Si f € H(Q2)
tiene un cero en a € Q, esto es f(a) = 0, entonces existe un disco
D(a,r) tal que f(z) = (z — a)™h(z) para todo z € D(a,r) y
ademds con h(z) # 0 en ese disco.

El natural m recibe el nombre de orden del cero de f. Vamos a
demostrar el siguiente teorema

José Rafael Le6n Ramos IMERL, UDELAR Clase No. 13 de FVC 2022



Principio del argumento

Teorema. (Principio del argumento para funciones holomorfas).
Sea v un camino cerrado contenido en Q subconjunto abierto y
conexo. Tal que Ind(a) =0, Va ¢ Q. Supongamos ademas que
Ind,(z) solo puede tomar los valores 0 y 1y definamos

Q1 ={z€Q:Ind,(z) =1}. Sea f € H(Q2), no nula'y Nf el
nimero de ceros de f en €1 contados seglin su multiplicidad. Si f
no tiene ceros sobre ([0, 27]) entonces

1 f'(2)
~2ri ), f(2)

f dz = Indfov(O).
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Principio del argumento

Demostracion: Definamos ¢(z) = % y supongamos que f tiene

un cero de orden m en a. Asi que f(z) = (z — a)™h(z) en D(a,r)

| —__f'(2)
uego ¢(z) G—a)7h(z): Pero
f'(z) = m(z — a)™ ! + (z — a)™H (z), entonces

. om H(z)
A P T

como h(z) no se hace cero a resulta ser un polo para ¢ y se tiene
también Ci(a) = Res(y, a) = m.
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Principio del argumento

Por otro lado es claro que si ¢ tiene un polo en a entonces f tiene
un cero en a. Por lo tanto

a es polo de ¢ < a es cero de f.

Como los ceros de f no se pueden acumular entonces los polos de
© no se pueden acumular lo que implica que ¢ es una funcién
meromorfa. Por el teorema de los residuos

1
5 Wgo(z)dz = Z Ind,(a) Res (¢, a)
acpolo de ¢
e Z m, = Z my = Nr.
acpolo de ¢ accero de

Donde m, es el orden del cero de f en a.
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Principio del argumento

Por otra parte tenemos.

VI N (G0
L[ L —indr(0).

27Ti fory V4

znfl

Ejemplo. Sea n >0, N, ac€ C, a#0ysea f(z)= -
Demostrar que f es meromorfa en C y para v : [0,27] — C

mostrar que
0 siR<a
/vf(z)dz - {2m' siR>a
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Principio del argumento

Para demostrar la primera parte tenemos que para los puntos que
no son ceros del denominador la funcién es holomorfa al ser
cociente de dos funciones holomorfas. Si por otra parte se tiene
que si z§ + a" = 0, se tiene que lim,_;, f(z) = oo lo que implica
que es un polo. La funcién es por tanto meromorfa. Para la
segunda parte si definimos h(z) = z" + a" entonces tenemos que

H(z) = nz"~! luego f(z) = :;7((2))
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Principio del argumento

Por el principio del argumento se tiene

/
Ly, L /h(z)dL
n 2min J., h(z)

aqui Ny es el nimero de ceros de h en el conjunto dentro de .
Ahora bien R < a no hay ceros de hy si R > a hay exactamente n
ceros.

Podemos ahora generalizar el principio del argumento a funciones
meromorfas.
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Principio del argumento

Teorema. (Principio del argumento para funciones meromorfas.)
Sea v un camino cerrado contenido en  subconjunto abierto y
conexo. Tal que Ind,(a) =0, Va ¢ Q. Supongamos ademas que
Ind,(z) solo puede tomar los valores 0 y 1 y definamos

Q1 ={z€Q:Ind,(z) =1}. Sea f meromorfa, no nula'y N el
nimero de ceros de f en €2; contados seglin su multiplicidad y Py
el nimero de polos. Si f no tiene ceros ni polos sobre ([0, 27])

entonces 1 o
Ny — Pf / (2) 4, — Ind4-(0).
Y

~2ri ), f(2)
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Principio del argumento

Demostracion: Sea de nuevo ¢(z) = 1;’((;)) y supongamos que f

tiene un polo de orden m en a por tanto existe un disco D(a, r) tal

que f(z) = (z’g;m con h(z) # 0 para z € D(a,r) y

h € H(D(a, r)). Podemos derivar

oy Mz mh(z)
filz) = (z—a)" (z—a)mtl’

de esa manera obtenemos

#(2) = 77,((22)) z r—n a’

pero como h'(z) # 0 entonces %’ es holomorfa y
Ci(a) = Res(p,a) = —m.
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Principio del argumento

Por otro lado si ¢ tiene un polo en z = a entonces f tiene un 0 a
un polo en z = a y como ambos conjuntos no acumulan ¢ es
meromorfa en Q. De esto obtenemos

1 f'(2) 1
dz = — dz = Ind R
27.”' . (Z) z 27TI fy(p(Z) Zz Z n ’Y(a) €s (@,a)
acpolo de ¢

= Z Ind, (a) Res (¢, a)+ Z Ind,(a) Res (¢, a)

accero de f acpolo de f
= Nf — P
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Principio del argumento

Por dltimo como antes demostramos que

Indyor, (0) = % /7 ff/((zz)) dz

Demostraremos ahora el

Teorema de Rouche. Sea v un camino cerrado contenido en €2
subconjunto abierto y conexo. Tal que Ind,(a) =0, Va ¢ Q.
Supongamos ademds que Ind,(z) solo puede tomar los valores 0 y
1y definamos Q1 = {z € Q : Indy(z) = 1}. Sea f € H(2), no nula
y N¢ el nlimero de ceros de f en €7 contados segun su
multiplicidad y que no se anula en ([0, 27]). Si g € H(Q2) satisface
|f(z) — g(z)| < |f(z)| para todo z € ¥([0, 27]) entonces Nf = N,.
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Principio del argumento

Demostraciéon: Debemos observar que como f no tiene ceros en
~([0, 27]). entonces la hipdtesis garantiza que g no tiene ceros alli
tampoco. Definamos las dos curvas v1(t) = f(y(t)) y

Yo(t) = g(7(t)). Asi
I71(t) = 0(t)| < [y (2)]-

Por un lema demostrado antes se tiene que Ind,,(a) = ind,, y de
esta igualdad se obtiene el resultado.
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Principio del argumento

Ejemplo: Sea o un niimero real y o > 1. Consideremos la funcién
f(z) = ze“ % — 1. Demostrar

1. f tiene exactamente un cero en {z:€ C: |z| < 1}.

2. Demostrar que el cero conseguido antes es un nimero real,
Definamos F(z) = ze*? y G(z) = ze“ % — 1. Entonces
consideremos z € 5(0,1). Entonces |F(z) — G(z)| =1y
|F(z)| = |ze®?| = |e*Z?|. Escribamos z = x + iy, entonces
|e* 7| = e** > 1.
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Principio del argumento

Como F(0) = 0 es el dnico cero de F dentro del disco entonces G
tiene un sélo un cero en el disco también. Sea zj tal raiz entonces
70e®"% —1 =0y también Zpe® 2 — 1 = 0. Lo que implica que Zg
también es raiz y por la unicidad zy = Zg.
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