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Teorema de los residuos

Podemos repasar el siguiente teorema dado en la clase anterior.

Teorema de los residuos. Sea f meromorfa en Q, f € H(Q — A).
Si I es un ciclo en Q — A tal que Indr(a) = 0Va ¢ Q, entonces

1 f(z)dz = Z Ci1(a)Indr(a).

27TI r A

Vimos en la clase pasada que este teorema permite calcular
integrales definidas y en general también impropias en la recta real.
Ahora desarrollaremos més esta aplicacién.
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Calculo de integrales por el método de residuos

La aplicaciéon de esta férmula no es directa debemos dar una serie
de recomendaciones que nos permitirdn abordar diversos tipos de
integrales.

Célculo de integrales.

1¢" tipo. Consideremos una integral de la forma

2w
/ :/ R(sin t,cos t)dt.
0

Donde R es una funcidn racional que no posee polo en la
circunferencia de radio 1 esto es 5(0,1).

Escribamos los punto de la circunferencia como z = et cuando t
varia de 0 a 27.
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Calculo de integrales por el método de residuos

, it a—it it a—it o,
Asisent = &=%— y cost = &2 — escribiéndolos usando la
variable z para el sin t tenemos £ (z — 1) e igualmente para el cost
2 z
se tiene 1(z + 1). Ademds si z = et entonces dz = ie'tdt de lo
ue concluimos dt = Ldz. Si usamos el teorema de los residuos
1z

tenemos

1 .1 1,1 1
= —R(=(z—-),=z(z+ —-))dz
S BRGHE = D 5C+2)

z 2
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Calculo de integrales por el método de residuos

. o 21 dt .
Ejemplo. Debemos calcular | = | S75ms cona > 1. Si hacemos

la transformacién que indicamos antes tenemos que la fraccién
racional nos queda.

1 1 1 2z 2

Ea—i—%(z—%)

T 2224 2iaz—1 22+ 2az—1

De aqui se desprende

2
I =2mi Res 0——1——.
T RS
Las raices de z2 + 2jaz — 1 son zg = —i(a— Va2 — 1)y

z1 = —i(a+ va% —1). El dnico polo dentro del disco unidad es z.
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Calculo de integrales por el método de residuos

El residuo se calcula facilmente solo hay que derivar el

. . 1
denominador y aS|1obtener = Y Iuegozcalcular
yis

, 1 _ _
||mz_>20 Z4ia ’\/ﬁ Entonces | = 21

2% tipo. Ahora vamos a considerar integrales de la forma

/_ Z R(x)dx.

Aqui R es una funcién racional que no tiene polos en el eje real.
Debemos suponer que la integral es convergente. Esta condicién se
satisface si por ejemplo la funcién se comporta cuando x — oo
como p(% para n > 1.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Una condicién equivalente es la siguiente lim_,, xR(x) = 0.
Para calcular la integral vamos a integrar siguiendo el camino que
se ilustra en el siguiente grafico

o Y (r,0) x

Como la funcién tiene un nimero finito de polos e integramos
sobre el camino compuesto por la media circunferencia (t) = re't
con0<t<mylarecta—r<x<r.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Para r lo suficientemente grande entonces la funcién es holomorfa
en la circunferencia y la integral sobre la regidn verificara la
férmula que provee el teorema de los residuos. Entonces

r s
/ R(x)dx + / R(re")ire™dt = 2wy " Res (R(z)).
—r 0

La suma del lado derecho se extiende sobre todos los residuos de
los polos contenidos en el semiplano y > 0. Si demostramos que
cuando r — oo la segunda integral del lado izquierdo tiende a cero
podemos concluir que

/OO R(x)dx = 2mi ) ~Res (R(z)).

—0o0
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Calculo de integrales por el método de residuos

Demostremos entonces el hecho senalado

™ ™
]/ R(re™)ire'tdt| < / |R(re'")|rdt
0 0
Por hipétesis tenemos que lim| ;|00 ZR(2) = 0 lo que implica
lim, o0 r|R(re™)| = 0, entonces para todo ¢ existe un K tal que si
r > K se tiene r|R(re)| < e lo que conlleva

™
]/ R(re")ire"dt| < e, sir> K
0

y como ¢ es arbitrario se concluye el resultado.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Ejemplo. Calcular la integral fooo 1+1x6 dx. El polinomio 1 + x°

tiene seis raices en el circulo unidad y las que estén en el semiplano
. [T s s .

superior son {e'6,e2, €%}, para calcular el residuo en cada polo

derivamos el denominador obteniendo que el residuo es en cada

una de las raices 6% = —%. De esta forma
Zk
1 o0 1 v - - - v v s
| == T dx=—"(e'c+e7+e%6) = —(2sin —+1) = —.
2/001+X6 x 6(e +e'24€%'%) 6( sm6+) 3
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Calculo de integrales por el método de residuos

3¢ tipo. Queremos calcular integrales de la forma
0 .
/ f(x)e™dx.
—00

Supondremos que f es una funcién holomorfa en el semiplano
superior y > 0 salvo quizds en un nimero finito de puntos. En
primer caso consideraremos que los puntos singulares no se
encuentran sobre el eje real. En este caso la integral

/ ' f(x)e™dx

—r

converge a la integral que deseamos calcular.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Demostraremos la siguiente

Proposicidn. Si consideramos z = x + iy y tenemos que
lim|;|—o0 f(2) = 0 cuando y > 0, entonces

lim / " F(x)edx = 21/ ) " Res (f(z)e”)

r—oo [_,

la suma se efectia sobre los polos que se encuentran en el
semiplano superior.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Observacién. Si [ |f(x)|dx < oo entonces [*_f(x)eXdx es
absolutamente convergente y por consecuencia el enunciado de la
proposicién cambia y se obtiene

oo
/ f(x)e™dx = 2mi > " Res (f(z)e”).
—0o0

Con el sefialamiento de que se suma los residuos de los polos del
semiplano superior. Pero si la integral es solo condicionalmente
convergente la férmula también se aplica en este caso. Otra
observacién es que cuando y > 0 entonces |e”?| < 1 lo que nos
posibilita a considerar la integral sobre el semiplano superior.
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Calculo de integrales por el método de residuos

De nuevo usamos como camino de integracién el demostrado
anteriormente. Solo debemos demostrar que bajo la sola hipétesis
f(z) — 0 se tiene el resultado, bajo la hipétesis mds fuerte

zf(z) — 0 ya lo hemos probado.

Ahora bien tenemos si integramos en la semicircunferencia

|/ f(re®)e" ire'tdt| < M(r)/ e "N trdt
0 0

= 2/\/l(r)/2 e "SiNtrdt < M(r)m.
0

La dltima desigualdad vine de que e-rsint < 1 para 0 <t < % Y
como M(r) — 0 cuando r — oo el resultado sigue.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Ejemplo. Calculemos ahora la siguiente integral.

® cosx 1 oo glx ez
——dx=-R ——dx) =i Res (—).
/0 1+2% 72 (/001+x2 ) =i} es (152

Ahora bien la funcién solo tiene un polo en el semiplano superior
en z = i y para calcular el residuo derivamos el denominador y

.- 1z . Ve
obtenemos la funcién £ la evaluamos en i y obtenemos 2% Asi se
tiene

/°° COS X T
——dx = —.
o 14x2 2e
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Calculo de integrales por el método de residuos

Finalizaré con un tipo de integrales algo mds complejas, sin
embargo muy dtiles en diversos calculos.
4% tipo. Ahora consideraremos integrales de la forma.

>R
/ (X)dx,
o X“

donde R es una funcién racional tal que limy_,o, R(x) =0,

0 < a < 1. Para calcular tal integral consideramos la funcién
. _R(2) 4o .
compleja f(z) = —5* definida en el plano complejo al que hemos

extraido el eje real x > 0. Escogemos el argumento de z definido
entre 0 < Arg z < 2.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Seleccionamos para integrar el camino senalado en la figura
siguiente.

yir)
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Calculo de integrales por el método de residuos

La circunferencia exterior es re' la interior es et y recorremos el
eje real desde ¢ hasta r y luego en sentido inverso de r a .
Empezamos entonces en ¢ y alli llegamos a r luego tomamos de

0 < t < 27 recorremos re't luego vamos de r a ¢ por el eje y
finalmente recorremos la circunferencia interior ce’ de 27 hasta 0.
Si denotamos por (¢, r) al camino completo tenemos

[ ROy [ Ry [ REyyq g [RE)
8(er) < W) ve) 2°
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Calculo de integrales por el método de residuos

Para la primera integral tenemos que z% = z1"*R(z) y como
R(z) — 0 entonces R(z) se comporta asintéticamente con 2 para

algun n > 1y entonces z—* (Z) — 0. Por otro lado

\f ©) z"‘ 2 dz | < f 1 @ — 0. Solo nos resta explicar el
L]Itlmo término Cuando recorremos el eje real de izquierda a
derecha tenemos que el argumento de z es 0 y por tanto z% = x©
en el otro sentido se tiene el argumento es 27 y entonces

z% = e/?mx Sj denotamos — y < recorrer de izquierda a
derecha y viceversa tenemos

/_} Z(j) [_ z(j)dz (1 - em2m /gf RX(:;) dx.
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Calculo de integrales por el método de residuos

Haciendo tender ¢ = 0y r — oo y aplicando la férmula de los
residuos obtenemos

(1- ’ZWQ)/ dx =27 Z Res (

. _ (oo 1
Ejemplo. Calcular I = [; (i @x- Hay un solo polo
x =—1=¢e" vy el residuo es eﬂ% aplicando la férmula de arriba se

obtiene
1

(1— e 2m) /Oo 1 = oni
o Xx*(1+x) emio

y despejando

/OO 1 ™
dx - .
0 Xx*(1+x) sin T
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