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Soluciones Practico 3 — Sucesiones
1. Estudiar monotonia, acotacion y convergencia de las siguientes sucesiones (a,)nen, donde:

1 -1" 1 2
a) a":1+ﬁ b) an:1+(n) ¢) an:nJrﬁ d) an:%ﬂ e) an:;—n

Solucion:

a) Monotona decreciente, acotada, convergente (converge a 1).
b) No es monétona, acotada, convergente (converge a 1).
¢) Monétona creciente, no acotada, divergente (tiende a 400).
d) Monoétona creciente, acotada, convergente (converge a 1).

)

e) Mondétona decreciente, acotada, convergente (converge a 0).

2. Sean a, y b, dos sucesiones reales convergentes tal que lim, o0 @y = Ay limy,— 400 by, = B.

a) Probar que la sucesion ¢, = a,, + b, es convergente y lim, _, o c, = A+ B

b) Sea X\ € R, probar que la sucesion a,, = Aa,, converge y lim,,_, 4o @, = AA

¢)
)

d

Probar que la sucesion d,, = a,b, converge y lim, 4o d, = AB

Sea e,, una sucesién acotada y suponga que A = 0, probar que lim,,_, | €,a, =0
Solucion:

a) Dado € > 0, como a,, y b, convergen a A y B respectivamente, existe un N; tal que |a, — A| < €/2 si
n > Ny y un Ns tal que |b, — B| < €/2 si n > Na.
Sea N = mdax { Ny, N2}, se tiene entonces, que si n > N,
€ €
len — (A4 B)|=|ap, — A+ b, — B| <la, — Al + |bn, — B| < 54-5:6
b) Esta en las notas de sucesiones (Proposicion 2.3.2).

¢) Sea ¢ > 0. Tenemos que b,, es una sucesion acotada por ser convergente, es decir existe M € R tal que

|bn| < M para todo n € N. Ademaés, como a,, y b,, convergen a A y B respectivamente, existe un Ny tal
€

que|aan|<ﬁsinleyunNgtalque|bnfB|<msin2N2.

Sea N = mdax { N1, N2}, se tiene entonces, que si n > N,

|dn, — AB| = |anb, — AB|
= |lanb, — Ab,, + Ab,, — AB|
— l(an — a)bn + A(by — B)|
< |an - Aanl + |A||bn - B‘

€ €
M AS =
< oMMy

€

d) Esta en las notas de sucesiones (Proposicion 2.3.7).
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3. Encontrar los limites de las sucesiones (a;,)nen, donde

2 —
a,) a, — COS(n) b) a, = /n + 17\/5 C) a, = +27§1/ d) Ay = YVamn + ﬂ" a,ﬂ S RJF
n n —oun
1 a 3n —9)n
e) a, = sen (n) cos(n) 1) an=Z—n , a€R 9) an:w
Solucion:

a) Converge a 0.

=

Converge a 0.

o

Converge a 2.

59

Converge a max{a, 8}.

(9™

Converge a 0.

~

Converge a 0.

)
)
)
)
)
)

1
g) Converge a 3.

4. Las siguientes sucesiones son convergentes (1im, 1. an, = L), es decir que dado £ > 0 existe ng € N (que
depende de ¢ > 0) tal que V n > ng, |a, — L| < . Determinar en cada caso el primer valor de ng que
corresponde a los siguientes valores de e: 1; 0,1; 0,01.

n (=™ 1 2n

b) an:n—i—l n n!

1
a) an =

Solucion:
a) ng =2; ng=11; ng = 101
b nozl;nozlo;nozloo
c) ng =2;ng=11; ng =101
d =2%ng=4ny=>5

e

)
)
) Mo
) ng=2;n0=>5mny=15

Veamos en detalle la parte e). Es claro que la sucesion converge a 0, por lo tanto lo que buscamos es el
primer n tal que

2n <1 1 1
n3 +1 710" 100
Ademaés, como n3 +1 > 1, tenemos que n?,j_l < Z—Z Por lo que resolvemos para el caso % y vemos si ese

mismo valor de n nos sirve o alguno de sus contiguos.

5. Estudiar los limites de las siguientes sucesiones. jExisten subsucesiones convergentes? Indicar los limites de
las subsucesiones convergentes.

1 -1H"
a) ap,= % b) an=(-1)"n ¢ a, = 3°0m d) a,=

e) an= n’ (14 (=1)") ) an,= n=1" g) an=
Solucion:

a) No es convergente. Sin embargo, la subsucesion de los pares es constante igual a 1 y la subsucesion de
los impares es constante igual a 0. Por tanto cualquier subsucesion que a partir de un momento tome
solo valores de n pares converge a 1 y toda subsucesién que a partir de un momemento tome sélo valores
impares de n converge a 0.
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b)
¢)

No es convergente y no tiene subsucesiones convergentes.

No es convergente. Sin embargo, la subsucesion de los pares es constante igual a 3 y la subsucesion de los
impares es constante igual a 1/3. Por tanto cualquier subsucesion que a partir de un momento tome solo
valores de n pares converge a 3 y cualquier subsucesién que a partir de un momento tome sélo valores
impares de n converge a 1/3.

No es convergente. Sin embargo la subsucesion de los multiplos de 3 converge a 1 y la subsucesion de los
que no son multiplos de 3 converge a —1/2. Por tanto cualquier subsucesion que a partir de un momento
tome solo valores de n multiplos de 3 converge a 1 y cualquier subsucesion que a partir de un momento
no tome valores de n multiplos de 3 converge a —1/2.

No es convergente. Las tinicas subsucesiones convergentes son las que a partir de un momento toman
s6lo valores de n impares, las cuales convergen a 0.

No es convergente. Las tnicas subsucesiones convergentes son las que a partir de un momento toman
s6lo valores de n impares, las cuales convergen a 0.

No es convergente. Sin embargo, la subsucesion de los pares converge a 1 y la subsucesion de los impares
converge a 0. Por lo tanto cualquier subsucesion que a partir de un momento tome solo valores de n pares
converge a 1 y toda subsucesién que a partir de cierto momento tome sélo valores impares de n converge
a 0.

6. Un punto se llama de aglomeracion de una sucesién si existe una subsucesién que converge a este punto.

a)
b)

)

Dar un ejemplo de una sucesién cuyos puntos de aglomeracién sean 1,2,3 y 4.
Dar un ejemplo de una sucesién cuyos puntos de aglomeracién sean todos los naturales.

(Existe alguna sucesion cuyos puntos de aglomeracion sean exactamente los del conjunto A = {% 'n €
N}?

Solucion:

)

1 sin=4
)2 sin=4+1
T3 sin=d+42
4 sin=4+3
Consideremos la sucesiéon que toma valores 1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5 .etc, es decir definida de la
siguiente manera: a; = 1, a3 = 2, a3 =1, a4 = 2, a5 = 3, a6 =1, ..., a9 = 4, ajp = 1 y asi

sucesivamente.

No existe una sucesion donde el conjunto de puntos de aglomeracion sea exactamente A = {1/n: n €
N}, pues si aglomera en estos puntos, necesariamente debera aglomerar en 0.

7. Sea a, una sucesion tal que sus subsucesiones as,,, as2,+1 y a3, convergen. Probar que a,, es convergente.

Solucion: Observamos que las subsucesiones ag, y as, tienen una subsucesiéon en comun, al igual que ag;,+1
y asn. Como cada una de las subsucesiones converge, se tiene que los limites tienen que ser iguales por tener
subsucesiones en comun, es decir lim,,_, o, a2, = lim, . a3, y también lim, , asp+1 = lim, o as,. De
donde se tiene que lim,_, o a2, = lim,_, o a2,+1, por lo que a,, converge.

8. Sea A un subconjunto de ntmeros reales no vacio y acotado superiormente. Demostrar que L = sup(A4) si y
solo si:

a)
b)

L>z Ve A.

Existe {x,,} una sucesion de A tal que lim,, 400 p = L
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10.

11.

Solucion:

(=) Como L = sup(A), tenemos que L es una cota superior de A, por lo que L > x para todo € A. Ademas,
como L es la menor de las cotas superiores, dado n € N existe x,, € A tal que |L — z,| < %, es decir tenemos
una sucesion que converge a L.

(&) Por a) tenemos que L es cota supeior de A. Supongamos que existe K cota superior de A tal que K < L.
Dado que existe una sucesion x,, en A tal que lim x,,, = L, tenemos que K < xg < L para algun mg € N por
lo que K no puede ser cota superior.

Sea f : R — R una funcién. Probar que f estd acotada si y solamente si para toda sucesion a,, la sucesion
b, = f(a,) estd acotada.
Solucion:

(=) Si f es acotada existe M € R tal que |f(z)] < M para todo = € R. En particular, |f(a,)| < M para todo
n € N. Es decir, f(a,) esta acotada.

(<) Supongamos por absurdo que f no estd acotada. Entonces para todo n € N existe z,, € R tal que
|f(zn)| > n. Construimos asi una sucesion z,, tal que f(z,) no esta acotada lo que es absurdo.
Probar que si a,, converge a 0, entonces existe ng € N tal que a2 < |a,| para todo n > ng.

Solucion: Dado que a,, converge a 0 existe ng € N tal que |a,| < 1 para todo n > ng. Luego, si n > ng,
tenemos que
—-1<a,<1

y por lo tanto,
—an < a2 <a,

es decir, a2 < |ay|.

Probar que si a,, converge a« € Ry f: R — R es continua en «, entonces b,, = f(a,) converge a f(«).

Solucion: Sea € > 0. Dado que f es continua en «, existe § > 0 tal que si |z —«| < ¢ entonces |f(z) — f(a)] <e.
Ademas, dado que a, converge a «, existe ng € N tal que |z, — | < § para todo n > ng.

Entonces, si n > ng, tenemos que |z, — «| < § y por lo tanto |f(ay,) — f(a)| < ¢, es decir f(ay) converge a

fl@).



