Examen de Sistemas y Control - Febrero 2023

Solucién del problema 1
1)
Aplicando la segunda cardinal sobre el eje del timén

JO =ty + TEi(T — TAIRE
JO = Tay + Texr — E-FAIRE-SE'”(Q)

.. L
]9 = Tay + Tegxt — E.bsen(g)vAIRE.Sen(H)

.. L
]9 = Tay + TexT — E b.Sen(Q)ZUAIRE

Entonces, el modelo en variables de estado resultante es:

9] ITAH T—Z b.sen(8)*vyre
0
2)
En tierra, se cumple que tgxr = T4z = 0. Entonces
JO =14y

Pasando a la representacién de Laplace
JO(s) = Tau(s)
J6(s) = tan(s)
J.5.0(s) = Tap(s)

Dividiendo a ambos lados por v.(s)

Por otro lado, a partir del Diagrama de Bode se puede observar que:
e Lagananciaen DC es 0dB
o El sistema tiene dos polos considerablemente separados, dado que se aprecian dos escalones
independientes en el diagrama de fase
e Los polos se encuentran en 5 rad/sy 100 rad/s

Con esta informacion,

6(s) 500
ve(s) (s +5)(s +100)
Tan(s) 500./.s

ve(s) (s +5)(s +100)
3)

Linealizando el sistema en torno al punto [0, 0, vk, | = 6 = 0
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Un andlisis rapido del modelo linealizado muestra que el problema pierde dependencia de la fuerza de
resistencia del aire. Esto tiene sentido, ya que si el timén se encuentra alineado con la velocidad del avién el
aire circundante no puede ejercer una torsién, puesto que el brazo de palanca se anula.
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Para estudiar la estabilidad del sistema de acuerdo al parametro K, aplicamos el criterio de Routh-Rurwitz

d(s) = (s +5)(s +100)s + 500.K
d(s) = s3 + 105s% + 500s + 500. K

f3(s) 1 500

f2(s) 105 500K
500

f1(s) 500 — T K

fo(s) 500K

Para que no haya cambios de signo debe cumplirse que

e 500K>0-K>0

. 500—%K>0—>K<105

Otra forma de llegar al mismo resultado es observar el LGR e imponer que el sistema debe tener dos polos
complejos puros y un polo real negativo

s34+ 105s% + 5005 + 500.K = (s? + a)(s + B) = s® + Bs? + as + af

e a=0500
e [ =105
e 500K =500.105 - K =105

7) Para que el sistema tenga la respuesta mas rdpida posible sin presentar oscilaciones sus polos
dominantes deben ubicarse en el punto multiple

500.K dH(S) _ 500(3s% + 210s + 500)

H(s) = - =
(s +5)(s +100)s + 500.K ds (s + 105s2 4+ 500s + 500)

Las raices del polinomio son {—2.468,—67.532 }.
Solamente la primera raiz pertenece al LGR. Despejando el valor de K

s34+ 10552 + 500s + 500.K = (s + 2.468)?(s + b)
s34+ 105s2 + 500s + 500.K = (s% + 4.936s + 6.091)(s + b)
53+ 10552 + 5005 + 500. K = s3 + (4.936 + b)s? + (6.091 + 4.936b)s + 6.091b

105 =4.936+b —» b = 100.064
500s = 6.091 + 4.936b —» b = 100.064
500.K = 6.091b - K = 1.22



8)

0 (s+5)(s+ 100)%

Tgxr (5) = (s +5)(s+100)s? + 500.K.s

El sistema tiene un polo en s = 0, por lo que no es estable. Si sustituimos el bloque K por un bloque
K

integrador C(s) = ?’
1
0 (s+5)(s+ 100)7
o D T G5+ 100052 +500.K,

d(s) = (s +5)(s + 100)s? + 500.K;
d(s) = s* + 10553 + 500s2 + 500.K;

Fa(s) 1 500 500K,
f3(s) 105 0

fa(s) | 500 500K,

f1(s) | —105K;

fo(s) | 500K,

Con este nuevo bloque tampoco podemos lograr un sistema estable. Si pasamos a usar un bloque C(s) =
Kp + 7

d(s) = (s + 5)(s + 100)s? + 500. (Kps + K;)
d(s) = s* + 10553 + 50052 + 500. Kps + 500. K,

fa(s) 1 500 500K,
fa(s) 105 500. K,
500 500K,
f2(s) 500 _E'K"
500.Kp — 500K, 105
f1(s) T 500 2300
105" Rp
fo(s) 500K
e 500-22.K,>0- K, <105
e 500.Kp — 500K, —o— >0 > Kp > K;.—a— — 500Kp — = K2 > 105K,
0-25sKp 500->=Kp 105

e K/ >0



Examen de Sistemas y Control - Febrero 2023
Solucién del problema 2

1) Las ecuaciones que rigen la dindamica del sistema de entrada T’ y salida y, son:

donde T = £,

2) Sea yy = -%e. Siy = yo en equilibrio, entonces T' = Ty = 2rk (e — yo) = rkg. Sean
T=T-Tyy=1y—1Y0,YYs = Ys — Yo. Las ecuaciones del modelo linealizado son:

—kij — by
ys(t) = 4(

La funcion de transferencia del modelo linealizado es:

— ¥Us _ _ _
H(s) =% = —Q(s)exp (—73),
donde'Q(S):—Gwi C=gmwun=y\2(=7—1=1¢
: §24+2Cwy, s+w?2? 2kr? T m’ V2km’ Ch

3) La funcion de transferencia H (s) corresponde a un sistema de segundo orden sin ceros, con
ganancia —(, razon de amortiguamiento (, frecuencia natural w,,, y retardo 7. Este sistema,
puede presentar tres respuestas cualitativamente distintas:

1. caso subamortiguado (¢ < 1),

2. caso criticamente amortiguador (( = 1),

3. caso sobreamortiguado (¢ > 1).

¢>1

(<1




4) Sea Q(z) la transmitancia muestreada de Q(s) = G cona=2,b=5yG ==

ab
(s+a)(s+b)

Q(z) = G222 donde:

z24a1z+as

b(l exp(— ah)) a(l exp(—=bh)) ~ 0.1801,

b2 _ a(l—exp(— bh))exp( ahg b(1—exp(—ah)) exp(—bh) ~ 0.1006,

a1 = — (exp(—ah) + exp(— bh)) —0.8930,
az = exp (—(a+b)h) =~ 0.1738.

La funcion de transferencia de lazo abierto es:
L(z) = KC(2)Q(z)z !

donde el retardo 271 se debe al tiempo muerto 7 = d/v igual al periodo de muestreo h.
Sustituyendo Q(z),

L(Z) - KC(Z)GMZ—l — KC(Z)G by z+bo

z24-a1z+as (z24a1z+az)z"
Para C'(z) = 1, los polos del sistema realimentado son las raices del polinomio

pr(2) = (22 + a1z + a2) 2 + KG (b1z + bo)
= (z — exp(—ah)) (z — exp(—bh)) z + KG (b1z + by)

paramétrico en K. El lugar geométrico positivo (K > 0) de las raices de px (z) es el siguiente:

Eje Imaginario
o

Eje Real

Claramente, el polinomio px (z) tiene dos raices de moédulo mayor que 1 para K — +o00. Por lo
tanto, el sistema realimentado no es estable para K — +o0c. Ante una entrada escalon en §g[n],
el error §r[n| — ys[n] diverge para n — +oc.



5) Para que la transferencia de lazo cerrado tenga ganancia en régimen estacionario unitaria, se
requiere que el lazo abierto tenga al menos un polo en z = 1. Alcanza con tomar C(z) =

1
z—1"
Para C(z) = Z%l los polos del sistema realimentado son las raices del polinomio

pr(2) = (P +az+az) 2 (2 —1) + KG (b1z + b2)
= (z —exp(—ah)) (z — exp(=bh)) z(z — 1) + KG (b12 + bs)

paramétrico en K. El lugar geométrico positivo (K > 0) de las raices de px (z) es el siguiente:

24

Eje Imaginario

15 -1 05 0 05
Eje Real

Claramente, existe K. = min {K;, K>} tal que si 0 < K < Kj,ax, entonces todas las raices
de px(z) tienen moédulo menor que 1. Eligiendo K de esta forma, la ganancia en régimen
estacionario de %(2) vale 1, ya que el error en régimen estacionario vale 0.

R

6) Diagrama de bloques del sistema realimentado:
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