Solucion del problema 1

1) mLZé(t) = r(t)L — mgLsin(8) — bL’0 sale de aplicar torques en el péndulo
simple. Para el caso de péndulo invertido, la ecuacion resulta

mL?8(t) = r(t)L + mgLsin(®) — bL’O .

Definiendo como variables de estado x = [6, é], se llega a la representacion:

|

é}_[u 1“9} [[J}r
Al = ‘ ; ol T
N b S B (1
# =1 0] ’ +[0] r
L g |
2) Imponiendo sin(0) =~ 0, la transferencia resulta H = —1Lpara el péndulo

s*+(b/m)s+g/L

simpley H = —™  hara el invertido.
piey sz+(b/m)s—g/Lp

La representacion en diagrama de bloques para el péndulo simple/invertido es:
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Diagrama de bloques del péndulo simple. Diagrama de bloques del péndulo invertido
. . —b/m +\(b/m)’—4g/L .

Para el péndulo simple los polos resultan —2£2-% (z/m) 4L 3 que el discriminante

es necesariamente menor que el cuadrado de b/m, incluso en el caso en que el
discriminante resulta positivo, las dos raices reales resultantes son negativas. Mas
aun, en el caso mas usual, el discriminante es negativo, su raiz compleja por lo que
el sistema tendra polos complejos conjugados que tendran por parte real — b/m.

2
Los polos son —2/m% “(Z/m) 49/t hara el péndulo invertido. Notar que como el

discriminante siempre es mayor que el cuadrado de b/m, por lo que esto resulta
obligatoriamente en un polo negativo y uno positivo.

Como el péndulo invertido cuenta con un polo positivo, cualquier apartamiento del
equilibrio hace que la salida crezca exponencialmente y saca al sistema del rango de
la linealizacion, por lo que la linealizacion deja de describir adecuadamente el
movimiento posterior.
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Se debe cumplir que el punto medio de los polos sea negativo para que exista algun control
estabilizante, pero esto se cumple trivialmente ya que el punto medio es — b/2mL. Sin
embargo, mientras menor resulte el valor del cociente b/mL, mas ganancia es necesaria
para que el polo derecho entre al semiplano izquierdo.

En particular, la ganancia necesaria para que el sistema tenga todos sus polos negativos es
kH k/mL
— = [m tenga

+ s +(b/m)s—g/L+k/mL

k>mg. Esto se ve de lograr que el denominador de Gcl =

exclusivamente coeficientes positivos.

Para dibbujar el Root Locus basta notar que el intervalo entre los polos pertenece al LGP, y
que el punto multiple se da en -b/2m
16.67

4) Con los valores numéricos, la transferencia en lazo abiertoresulta H = —; B———
s +2.55—32.

. . kH 16.67k
Para el sistema realimentado, tenemos ¢ = = — :
1+kH s°+2.55—32.67+16.67k

—2.5 +4/(2.5)’—4(—32.67+16.67k)
2

El sistema realimentado tiene por polos , por lo que la

condicion de amortiguacion critica es 2. 5% — 4(— 32.67 + 16.67k) = 0, de donde
se despeja k = 2.05 y los polos del sistema resultan el -1.25 doble. La transferencia

lazo cerrado en estas condiciones es:
34.17

T (s+125)°



3.417

5) Para el sistema lineal,U(s) = 0.1/s,0(s) = 125 y por TVF de Laplace,
S(s .

6_= lim s6(s) = 2.18rad = 125.3 .

s—0

En el caso no lineal, el régimen se estudia en la ecuacion diferencial para derivadas
nulas:r L + mgLsin(6 ) =0
[ee] [ee)

Por otro lado, la realimentacion esta dada por
U_8 )k =r_,conU_=0.1. Sustituyendo se llega a

(0.1 =8 ) x 2.05 =r_ =—1.96sin(®_), ecuacion trascendente en 6__.

Resolviendo aproximadamente, se obtiene 6_=0.756rad = 43. 3°
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