
Solución del problema 1
1) sale de aplicar torques en el péndulo𝑚𝐿2θ̈(𝑡) =  𝑟(𝑡)𝐿 − 𝑚𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛(θ) − 𝑏𝐿2θ̇

simple. Para el caso de péndulo invertido, la ecuación resulta

.𝑚𝐿2θ̈(𝑡) =  𝑟(𝑡)𝐿 + 𝑚𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛(θ) − 𝑏𝐿2θ̇

Definiendo como variables de estado , se llega a la representación:𝑥 =  [θ,  θ̇]

2) Imponiendo , la transferencia resulta para el péndulo𝑠𝑖𝑛(θ) ≈ θ 𝐻 =  1/𝑚𝐿

𝑠2+(𝑏/𝑚)𝑠+𝑔/𝐿

simple y para el invertido.𝐻 =  1/𝑚𝐿

𝑠2+(𝑏/𝑚)𝑠−𝑔/𝐿

La representación en diagrama de bloques para el péndulo simple/invertido es:

Diagrama de bloques del péndulo simple. Diagrama de bloques del péndulo invertido

Para el péndulo simple los polos resultan . Ya que el discriminante−𝑏/𝑚 ± (𝑏/𝑚)2−4𝑔/𝐿
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es necesariamente menor que el cuadrado de , incluso en el caso en que el𝑏/𝑚
discriminante resulta positivo, las dos raíces reales resultantes son negativas. Más
aún, en el caso más usual, el discriminante es negativo, su raíz compleja por lo que
el sistema tendrá polos complejos conjugados que tendrán por parte real .− 𝑏/𝑚

Los polos son para el péndulo invertido. Notar que como el−𝑏/𝑚 ± (𝑏/𝑚)2+4𝑔/𝐿
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discriminante siempre es mayor que el cuadrado de , por lo que esto resulta𝑏/𝑚
obligatoriamente en un polo negativo y uno positivo.

Como el péndulo invertido cuenta con un polo positivo, cualquier apartamiento del
equilibrio hace que la salida crezca exponencialmente y saca al sistema del rango de
la linealización, por lo que la linealización deja de describir adecuadamente el
movimiento posterior.



3)

Se debe cumplir que el punto medio de los polos sea negativo para que exista algún control
estabilizante, pero esto se cumple trivialmente ya que el punto medio es . Sin− 𝑏/2𝑚𝐿
embargo, mientras menor resulte el valor del cociente , más ganancia es necesaria𝑏/𝑚𝐿
para que el polo derecho entre al semiplano izquierdo.

En particular, la ganancia necesaria para que el sistema tenga todos sus polos negativos es
k>mg. Esto se ve de lograr que el denominador de tenga𝐺

𝑐𝑙
 = 𝑘𝐻

1+𝑘𝐻 = 𝑘/𝑚𝐿

𝑠2+(𝑏/𝑚)𝑠−𝑔/𝐿+𝑘/𝑚𝐿

exclusivamente coeficientes positivos.

Para dibbujar el Root Locus basta notar que el intervalo entre los polos pertenece al LGP, y
que el punto múltiple se da en -b/2m

4) Con los valores numéricos, la transferencia en lazo abierto resulta 𝐻 =  16.67

𝑠2+2.5𝑠−32.67

Para el sistema realimentado, tenemos .𝐺 = 𝑘𝐻
1+𝑘𝐻 = 16.67𝑘

𝑠2+2.5𝑠−32.67+16.67𝑘

El sistema realimentado tiene por polos , por lo que la−2.5 ± (2.5)2−4(−32.67+16.67𝑘)
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condición de amortiguación crítica es , de donde2. 52 − 4(− 32. 67 + 16. 67𝑘) = 0
se despeja y los polos del sistema resultan el -1.25 doble. La transferencia𝑘 = 2. 05
lazo cerrado en estas condiciones es:
𝐺 = 34.17

(𝑠+1.25)2



5) Para el sistema lineal, , y por TVF de Laplace,𝑈(𝑠) =  0. 1/𝑠 θ(𝑠) = 3.417

𝑠(𝑠+1.25)2  

.θ
∞

=
𝑠→0
lim 𝑠θ(𝑠) =  2. 18 𝑟𝑎𝑑 =  125. 3 ◦

En el caso no lineal, el régimen se estudia en la ecuación diferencial para derivadas
nulas: 𝑟

∞
𝐿 + 𝑚𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛(θ

∞
) = 0

Por otro lado, la realimentación está dada por
, con . Sustituyendo se llega a(𝑈

∞−
θ

∞
)𝑘 = 𝑟

∞
𝑈

∞
= 0. 1

, ecuación trascendente en .(0. 1 − θ
∞

) × 2. 05 = 𝑟
∞

=− 1. 96 sin(θ
∞

) θ
∞

Resolviendo aproximadamente, se obtiene θ
∞

= 0. 756 𝑟𝑎𝑑 = 43. 3𝑜










