Introduccién a la Teoria de Control - Examen 17/07/2019
Solucién del problema 2

Parte 1
a) Representacién en variables de estado
Balances volumétricos: d
&(STH):STH:A‘FU_Q; (1)
d . .
a(XSTH):XSTH~I—XSTH:A—XQ (2)
Caudal de salida:
Q=KVH. (3)
(4)

Sustituyendo (3) en (1) '
SrH=-KVH+A+U.

Sustituyendo (4) en (2)
XSrH + X (—K\/E+A+U) — A— XKVH,

STXH:A—XK\/E—X(—K\/E+A+U),
SrXH=(1-X)A-XU. (5)

SrH=—-KVH+ A+,

Agrupando (4) y (5):
{STXH =(1-X)A—-XU.

Tomando H y X como variables de estado, se tiene la siguiente representaciéon en variables de

Y

estado para el sistema de entradas A y U, y salidas H y X.
K A+U
— %=1 /H + £

() [
(- 1)

—_



b) Punto de operacién
En equilibrio, con A = Ay y U = Up (constantes):

0=—-K+vHy+ Ay + Uy,
0= (1 —X()) Ag — XoUp.

Despejando Hy y X,

_ Ao
Xo = Ao+Uop "

2
{H°=<A°;UO> ,
Parte 2
a) Linealizacién

Sean: h=H-Hy, z=X-X93, a=A—-Ay, u=U-U,.
La linealizacién de la representacion en variables de estado de la parte 1.a) en torno al punto operacién
genérico de la parte 1.b) es

(4 _h] - (% 4]

x x u
Calculando,
___K 0
2S7vHo 1 1
q | h St St a
ai . = _(1—X0)A0—X0U@ _Ao-i—U() . + u s
STHg STH() 1-Xo _ _Xo
~ T St Ho StHo
I = TSV |
hi |1 0] [h
z| |0 1] |z|’
b) Matriz de transferencia
La matriz de transferencia del proceso de mezclado es
h R 1 1 1 1
w0 1| | () () K
M(s) = = , donde o= )
1-X, 1 X 1 1V Ho
%(S) %(8) STHg <s+a) _S'TIOJO (s+a>



0 equivalentemente,

M(s) = HOREC) _ B (%slﬂ) S <2”1“> , donde TZG_IZSTXFO'
20 50)] | () w ()

c) Diagrama de bloques del subsistema de entradas a y u y salida z

La ultima fila de la matriz de transferencia describe al subsistema de entradas a y u, y salida z:

x(s) = ;(?/)Hiz <7‘$1+ 1) als) = K)\j(l]ﬂTo <7’81+ 1) u(s)
1

- fs“ﬁ (1= Xo)a(s) — Xou(s)).

Este subsistema se puede representar mediante el siguiente diagrama de bloques:

u XO
+ vy 1
a —{1— X, O (VA S—
Ts+1

Parte 3

Observando el diagrama de bloques de la parte anterior, se encuentra que el efecto de las fluctua-
ciones en el caudal del liquido 2 sobre la concentracion del liquido 1 en la mezcla (y en el caudal de
salida) se puede compensar completamente tomando:

Xo
F = .
(s) e
Parte 4
Sea 1 1 - X, 1 - X
x - Xo — Xo
P(s) = Z(s) = donde = - — 6,25.
() a(s) 7<TS—|—1> onde KvHy Ao+Uy 6,25

Observando la matriz de transferencia hallada en la parte 2.b) se reconoce que hay dos constantes
de tiempo involucradas en el proceso de mezclado: 7 y 27. El periodo de muestreo se elige igual a la
décima parte de la menor de estas constantes de tiempo, por lo tanto



La transmitancia muestreada de P(s) =7 (ﬁ) es

_ 1— T 1
P(z) =~ (Z _i) , donde y=625 y p=exp (—T> = exp (—10> ~ 0,9048.

Para que ante una rampa de tiempo discreto de pendiente % el error en régimen estacionario sea

1
menor que ﬁ, se debe cumplir que el lazo cerrado sea estable, de tipo 1 o mayor y 4+ < ﬁ, o}
v

equivalentemente,
K, > 10,

donde K, = lim,_,1 (z — 1) C(2)P(2) es la constante de error de velocidad estética del lazo cerrado.
Como P(z) no tiene polo alguno en z = 1, la funcién C(z) debe tener al menos un polo en z = 1
para que el lazo cerrado sea de tipo 1.
Para que el lazo cerrado sea estable todos los polos de su funcién de transferencia,

C(2)P(z)

M =1 e@pey

deben tener modulo menor que 1.

Primera aproximacién (control integral)
Como primera aproximacion al diseno definitivo se toma:

1
C(z):Gil, donde G eR.

z —

En este caso, K, = G~ y la funcién de transferencia de lazo cerrado es

R(2) = Gy(1—-p) _ Gy(1-p)
(z=1)(-p)+Gy(1—-p) 2-(A+p)z+p+Gy(1—-p)
a b

Para que todos sus polos tengan médulo menor que 1, se debe cumplir:

b<l <= G<y 1,

b>-a—-1<+<= G>0,

b>a—-1 — G>—2’y_1(1+p)

(1-p)-

Como debe ser G < v~ 1, la constante K, queda acotada por 1. Por lo tanto, no es posible imponer
K, > 10 sin inestabilizar el lazo cerrado. Consecuentemente, se descarta esta primera aproximacién.



Segunda aproximacién (control proporcional-integral)

Se propone agregar un cero a la transferencia del controlador de forma tal de “soplar” las dos
ramas del lugar geométrico positivo (de los polos de lazo cerrado), paramétrico en G, hacia dentro del

circulo unitario. Se toma entonces

_ 1—
C(z) = ¢ <z C>=1Gc<1+ c), donde G>0 y ce(-1,1).

l—-c\z-1 z—1

En este caso, K,, = G~v y la funcién de transferencia de lazo cerrado es

R(2) = L (1-p)(z—0) B S 1-p)(z—c)

_ 2 _ L )

E-DE-P R 0-DC=0 a (14) - 61122 ) s 4p- Gy 2
——— —

b

a
Para que todos sus polos tengan médulo menor que 1, se debe cumplir:

G>—y1(E¢) sice(0,1),
G<—y () sice(-1,0),

C

| o

b<l & —cG<yl1(l-¢) < {

b>—-a—-1 < G>0,
b>a—-1 < G<2y 155,

En la dltima condicién se observa que para que K, = G~ pueda ser mayor que 10 es necesario que
(1+p) 1 ( HJ) 1

Eifjg > 5, lo cual es equivalente a ¢ < Si_(iplip) ~ 0, 6. Por otro lado, de la condicién G < —y~! (%),
1—c 5\1-p
que aplica en el caso ¢ € (—1,0), se desprende que para que K, = G~ pueda ser mayor que 10 es

necesario que 1_—75 > 0, lo cual equivale a ¢ > —% ~ —0,11. En definitiva, se concluye que c¢ se debe
1(1+p)

B -1 0,6
()

Para no disenar al limite de las restricciones anteriores se elige: | ¢ = 0,25 |. Con esta eleccién de c,
la eleccién de G queda restringida al intervalo

elegir de forma tal que:

1
—0,1l~ ——<c<
9 C

(1+p)
0<G <2yt 8;’3 ~ 3,84.
(1—0)

Para no disenar al limite de las restricciones se elige | G = 1,92 |.

Para los valores elegidos, K, ~ 12 (mayor que 10) y los polos de la transferencia de lazo cerrado
quedan en z =~ 0,19 4+ 0,70y con médulo aproximadamente igual a 0,72 (menor que 1).




Parte 5

La transformada Z de la senal de salida del controlador es:

v = (257) B,

l1—c\z—-1

donde E(z) es la transformada Z de la senial de error.
Introduciendo

se tiene que

Antitransformando,
{w(k:+1) —e(k)+w(k),
y (k) = 1%(w(k—i—l) —cw (k).

c

A partir de estas ecuaciones en diferencias se propone la siguiente realizacién del controlador:

+
\

i@

y(k)

O
-
&

)
\|/_|_ w(k+1)




