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4. Resolver la siguiente ecuacién en diferencias:
Xk — 3Xk—1 + 2Xk—2 = €

donde
1 sik=0o1,

e, =
“T Yo sik>1,

con condiciones iniciales x_1 y x_» conocidas.

Posible contexto: Esta ecuacidn en diferencias podria ser el
resultado de modelar un sistema de tiempo discrteto de entrada e
y salida x.



Revisién de la propiedad de retraso
Tenemos que resolver la ecuacién en diferencias

X — 3Xk—1 + 2X_p> = €x, para k>0,

1 sik=0o01l,
ex =
0 sik>1,

con condiciones iniciales x_1 y x_» conocidas.

donde

Aplicando transformada Z a ambos miembros de la equacién,
reducimos la resolucién de la ecuacién en diferencias a un problema
algebraico, pero antes, debemos revisar la propiedad de retraso ...

La propiedad de retraso vista en tedrico:
Z{yk-n}l=2""Y(2), donden=>0y Y (z)=Z[{y}]

es vélida solamente para sucesiones {yx} causales, es decir, tales
que: yx = 0, para k < 0. La sucecién {xx} de este ejercicio en
general no es causal, ya que es posible que x_1 # 0 0 x_» # 0.



Propiedad de retraso para sucesiones no causales
Sea {yk} ez una sucesién cualquiera (causal o no) y n >0,

entonces:
-1
Z[{yk-ntl=2"" ( Y wzk+y (Z)>
k=—n
Dem.:
ZUmnll =D yinz =Yy =2 [ Yy
i=0 j=-—n j=-—n
-1 ) fo'e) ]
=z Y v+ )y
j=—n j=0



Retraso y adelanto (comparacién)

Sea {yx} una sucesién cualquiera (causal o no) y n > 0, entonces:

» Retraso

-1
Z{e-nll =27 (Y (2)+ D yz

j==n

» Adelanto

=2 (Y@ -y
j=0



Resolucion de la ecuacidon en diferencias

Xk — 3xk—1 +2x_o> = €,, VkeN

1 sik=0o01,
€ =
0 sik>1,

con condiciones iniciales x_1 y x_» conocidas.

donde

Aplicando transformada Z unilateral a ambos miembros de la
ecuacién en diferencias:

X (2)=-3z7" (x_1z + X (2))4+22 2 (x_2z2 +x1z+ X (2)) = 14zt
Operando:
(1 —3z714+ 2272) X (z) =3x_1 —2x_p — 2x 1z t4+142z71
(22 =3z+2) X (2) = (3x_1 — 2x2) 2% — 2x_1z + 22 + 2
(z—1)(z—=2)X(2) =(Bx_1 —2x2)Z° = 2x 12+ 2° + z



Resolucion de la ecuacidon en diferencias

Despejando X (z):
(Bx_1 —2x 2) 2% —2x_1z+ 2° + z

X(z) = (z—1)(z—2)

X : .
(2) en fracciones simples:

Expandiendo =~
(3x.1 —2x2)z—2x_1+z+1

X(z)
z (z—=1)(z-2)
X(z) 2xo2—x1—2 4x1—4x2+3
= +
z z—1 z—2
z

z
X(z) =(2x_2 — x_1 — 2) s+ (4x_1 — 4x_5 + 3) P

X, = (2X,2 — X_1 — 2) 1, + (4X,1 —4x_o + 3) 2k

X = (2X_2 — X_1 —|-4-(X_1 — X_2) 2k> T+ <—2 +3- 2k> 1y

Respuesta forzada

Respuesta natural




Resolucién de la ecuacién en diferencias (otra forma)

Xk — 3Xk—1+2xk2=¢€k, k>0
Sea yx = Xi_»:
72.12 Thid = —7
g AT
Peert 4z
Entonces:
Yk+2 — 3Yk+1 +2yk = e, k>0

Ahora, al transformar, podemos utilizar la propiedad del adelanto:

2Z2(Y(z)—yo—-yz ') =32(Y(z) —y) +2Y(z) =1+ 21

(22 =3z2+2)Y(2)+ (-2 +32) yo—zy1 =1+ 2!

(22-32)ypo+zn+1+2z71

Y(z)= z2 —3z+42




Resolucién de la ecuacién en diferencias (otra forma)

(2=32)yo+zyi+1+ 271
z2—-32z42
w22+ (1 —3%)z 22+ z
T z-1z-2 ¢ (z-1)(z-2
|

* ko

Y(z) =

*¥_ 20—y 1Y

z z—1 z—2
*k z+1 B 2 n 3
z (z=-1)(z=2) z—-1 z-2

z
Y(z):(zyo_yl)z—l+(y1_y0)z—2 z—1 z—2

—1—2_2<—2 z +3 z

Yk = <2y0 - + (y1 - y0)2k> ]lk+(—2 + 3. 2k72) ]lkfg, k Z 0




Resolucién de la ecuacién en diferencias (otra forma)

vi= (20 =y1+ (01— ) 2) Lo+ (-2+3-262) Lep, k20
Pero yx = xx_», entonces:
Xk—p = (2)/0 —y1+ (1 —y) Qk) I+ (—2 +3- 2k_2) lx—
_ (2y0 4 — yo)z"*) T + (—2 +3. 2"*2) Iy o, k>0
Entonces:
Xk = (2)/0 —-y1+4(n —)/0)2k> Tks2 + <—2+3-2k> Iy, k>0

= (200 =y + 400 =0)2%) Lo+ (-243-2%) L, k=0

Xk = (2X_2 — X_1+ 4-(X_1 — X_2) 2k> ﬂk + (—2 +3- Qk) ﬂk

-~
Respuesta natural Respuesta forzada
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5) El diagrama de bloques representa un filtro
discreto de segundo orden descrito por la
funcion de transferencia:

Y(z) 2> —1,96.z + 0,99
U(z) z*-198.z+099

Determine agq, a1, a2, by, ba.
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Sea v, como se indica en el siguiente diagrama de bloques:

Vke2 = Uk = biviss —bavk 2, 2°V(z) = U(z) — bi12V(z) — by V(2)
Yk = @Vikyo + a1Vi41 + aoVk Y(Z) = 3222 V(Z) + 312\/(2) + ag V(Z)
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Vkt2 = Uk — bivikt1 — bovi =z, 22V(z) = U(z) — bizV(z) — b V(2)
Yk = @Vik4o + a1Vi41 + aoVk Y(Z) = 3222 V(Z) + 312\/(2) + ag V(Z)

Operando y despejando V/(z) de la primera ecuacién:
V(Z) = mU(Z)
Y(z) = (a22® + a1z + a0) V(2)
Eliminando V/(z):

Y(z) az®+a1z+ a

U(z) 22+ biz+b

Identificando coeficientes:

a=1 a=-196; a=0,99; by =-1,98; b, =0,99
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Ecuacién en diferencias

La funcién
Y(z) @24 az+ap

U(z) 22+ biz+ by
es la funcién de transferencia de un sistema descripto por la
siguiente ecuacion en diferencias

Yik+2 + b1yk+1 + boyk = acupyo + arux41 + aou,
o también,
Yk = —b1yk—1 — bayk—o + asui + arux—1 + aguk—2,

en la que aparecen retardos no solo de la salida, sino también de la
entrada.
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Diagrama de bloques a partir de la funcién de transferencia

Y(z) az®+a1z+ao
Uiz) 22+ biz+b

Sea V/(z) tal que

1
S
22+ biz+ by

V(z) =

Y(Z) = (3222 + a1z + 80) V(Z) — Yk = @Viyo+aiviy1+ao vk



SyC - Hoja 10 - Ej. 5
Representacién en variables de estado

Sean x,% =Vvry x,f = Vi1

Sk

Xl%+1 _ 0 1 X,% n 0
X,%Jrl —by —bg X,% 1

Yk = [ao —axby a1 — 32b1}




