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Version A

Respuestas Ejercicio 1 Verdadero o Falso

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

F F F v F F F F \Y% F

Respuestas Ejercicios Multiple Opcion (Ejercicios 2 al 11)

E.2 E.3 E. 4 E.5 E. 6 E.7 E. 8 E.9 E. 10 E. 11
B C A C B C A C D
Version B
Respuestas Ejercicio 1 Verdadero o Falso
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\% F F F A% F F F F F
Respuestas Ejercicios Multiple Opcion (Ejercicios 2 al 11)
E.2 E.3 E. 4 E.5 E. 6 E.7 E. 8 E.9 E. 10 E. 11
C C A C B B A A D

Ejercicio 1 (Verdadero o falso: 20 puntos)

1.

10.

Una combinacion lineal de dos funciones de densidad es una funcién de densidad.

. SiX <Y entonces Var(X) < Var(Y)
. SiE(X) <IE(Y) entonces X <Y
. X, es un estimador insesgado de E(X)

2
3
4
5.
6
7
8
9

Si X es continua entonces Fy (0) = §

. Si By y B, son eventos independientes entonces IP(A|B; N B,) = IP(A|B;)IP(A|B>)
. SiVar(X?) = E(X?) entonces X = 0.

. Para todo suceso A se tiene que P(A|A°) =P(A)

X1 =X A+ X

n+1

El sesgo de un estimador siempre es positivo o nulo.
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Ejercicio 2 (8 puntos)

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal estandar (.47(0,1)) y sea ¥ una varia-
ble aleatoria, independiente de X que toma sélo los valores 1 y —1 con igual probabilidad.
A partir de estas dos variables definimos Z = X.Y. Entonces:

(A) Z es normal estdndar, Cov(X,Z) = 0y Z es independiente de X.

(B) Z es normal estandar, Cov(X,Z) = 0y Z no es independiente de X.
(C) Z no es normal estdndar, Cov(X,Z) =0y Z es independiente de X.
(D) Z no es normal estdndar, Cov(X,Z) # 0y Z es independiente de X.

Solucion:

Cov(X,Z)=E(XZ)—E(X)E(Z)=E(X?Y)—E(X)E(XY)=E(X?)E(Y)—E*(X)E(Y)=0-0=0.
Por otra parte, parat < 0 se tiene

P{Z<t}=P{XY <t} =P{X<t,Y =1} +P{X>—1,Y =—1} =
0,5.P{X <t}+05P{X > —t} =P{X <t} =D(r)

de forma andloga se ve que, si t > 0 se cumple

P{Z<t}=P{X <t} =®P(r)

Por lo tanto Z es normal estandar.
Sin embargo X y Z no son independientes:

P{IX| <1,1z| > 1} = 0 £ P{|X| < 1}P{|Z| > 1}

Ejercicio 3 (8 puntos)

Una moneda tiene probabilidad de cara igual a 8, un parametro desconocido. Se desea hacer
el siguiente test de hipdtesis sobre el valor de 0:

H01920.3
Hy:0>03

Suponga que se lanza la moneda 5 veces y se obtienen 3 caras. El p-valor es igual a:

(A) 0324 (B) 0.162 (©) 0.132 (D) 0.030

Solucion: Llamemos X al nimero de caras en 5 lanzamientos de la moneda. Como es un test
a una sola cola, el p-valor es Py, (X > X,p5) = Py, (X > 3) =0.13240.028 4-0.002 = 0.162

Ejercicio 4 (8 puntos)

Se considera una poblacién numerosa donde se quiere estimar p, la probabilidad de que
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una persona presente un consumo de alcohol problemaético. Se sabe que aquellos que lo
presentan lo niegan si se les pregunta directamente.

Para estimar p se ided el siguiente procedimiento: de una urna con 5 tarjetas, 2 contie-
nen la pregunta (A);usted presenta un consumo de alcohol problematico? y las 3 restantes
contienen la pregunta (B) ;usted es moderado en el consumo de alcohol?.

Luego se toma al azar una muestra de n personas. Suponiendo que cada una es capaz de
darse cuenta y asumir en caso de tener un problema de consumo de alcohol. A cada una se
le pide que saque una tarjeta de la urna, lea la pregunta y conteste “Si” o “No”, y que luego
devuelva la tarjeta a la urna (de esta forma la urna se mantiene siempre con 5 tarjetas). La
tarjeta solo es vista por quien contesta, es decir, el encuestador sélo escucha un “Si” 6 un
“No”, con lo cual la persona que responde mantiene su privacidad intacta.

Se supone que todos los encuestados siguen rigurosamente las instrucciones.

Suponiendo que de una muestra de 1000 personas, 580 responden “Si”, un estimador de p
es:

(A) 0.58 (B) 0.42 (C) 0.10 (D) 0.12

Solucion: Hay dos formas de que la persona encuestada responda “Si”’: que tenga problemas
de consumo de alcohol y que le toque una tarjeta con la pregunta A (eso tiene probabilidad
(2/5).p), la segunda forma es que no tenga problemas de consumo de alcohol y que le
toque una tarjeta con la pregunta B (eso tiene probabilidad (3/5).(1 — p)). De modo que la
probabilidad de que una persona responda afirmativamente a la pregunta que le toque es,
sumando las probabilidades de las dos formas 3/5 — p/5. El estimador de la probabilidad de
una respuesta afirmativa es 580/1000=0.58. Si igualamos este nimero a 3/5 — p/5, donde
p es el estimador de p, obtenemos p = 0.10.

Ejercicio 5 (8 puntos)

Sea X1,X5,...,X, una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria exponencial de
pardmetro . Se define la distribucién empirica de la muestra

O#H{X <x}

F,(x) "

Entonces E(F,(x)) =

(A) 1—e® B) n(1—e ) (C) e~ (D) ne~%*

Solucion: Usando la definicion de la distribucién empirica se tiene que nF, (x) =Y " | Bi(x),
donde las B;(x) son variables aleatorias de Bernoulli independientes de pardmetro F(x) =
(1 —e~%%). Entonces F,(x) = 2 Y| B;(x). Por la linealidad de la esperanza y la esperanza
de una variable aleatoria de Bernoulli, se tiene que E(F,(x)) = F(x) = 1 —e™*.

Ejercicio 6 (8 puntos)

En una planta de elaboracién de quesos se toma para control de calidad un queso de la linea
de produccién cada 30 minutos. Se considera que el queso no pasé el control si pesa mas de
8.08 kg o menos de 7.86 kg, y este es rechazado.
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Asumiendo que los pesos de los quesos siguen una distribucién normal de esperanza 8 kg y
desvio estandar 50 gramos, la probabilidad de no rechazar ningiin queso durante una jornada
de 8 horas es:

(A) 0.057 (B) 0.156 (C) 0.388 (D) 0.612

Solucion:

P (rechazar un queso) = P(X > 8.08) + P(X < 7.86)
X—8 8.08—-8 X—-8 7.86—8
=P P
( 0.05 ~  0.05 ) * ( 0.05 = 0.05 )
—1-0(1.6) +0(—2.8) = 1—9(1.6)+1—0(2.8)
=2-0.9452-0.9974 = 0.0574

Luego la probabilidad de no rechazar ningiin queso en 8 horas si se toman muestras cada 30
minutos es la probabilidad de no rechazar quesos en 16 muestras.

IP(no rechazar ningn queso) = (1 —0.0574)'6 ~ 0.388

Ejercicio 7 (8 puntos)
Sean X e Y dos variables aleatorias tales que :
» (X,Y) es normal bivariado » Y~ 4(0,1)

» X ~.4(0,1) » La correlacién entre X e Y vale p = 1.

La probabilidad de que X sea mayor que el doble de Y dado que X es mayor que O es:

(A) 0.42 (B) 0.58 (C) 0.34 (D) 0.66
Solucién: Se debe calcular P(X > 2Y|X > 0) = %.
s P(X>0)= %
» Como Y = pX ++/1—p2?Z con X y Z independientes, el numerador se puede es-

cribir como: P (X(l —2p) >24/1—p2Z,X > 0) =P (Z < \}%X,X > O). En
-p

este paso se gana que ahora X y Z son independientes, por lo que la normal bi-variada

(X,Z) tiene simetria rotacional.

Teniendo esto en cuenta, se puede graficar la regién de interés (asociada al éxito de
la probabilidad en el numerador) segin se ve en la figura[l]

Como 6, = arctg <21_2p> = 14°, la probabilidad del numerador vale: %9 —

Ni_p? 3600
0.288.

Por lo tanto, la probabilidad de la pregunta vale 0.58.
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Figura 1: Diagrama de region de interés en el dominio (X,Z).

Ejercicio 8 (8 puntos)
Los siguientes datos correponden a una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria
Y de la que se sabe E(Y) = % yVar(Y) = %:

(7 ]14]21]28]35]

Una estimacion de o por el método de los momentos es:
(A) 39 (B) 4.2 (C) 45 (D) 4.8

Solucién: Planteamos el sistema de ecuaciones igualando los momentos muestrales y po-
blacionales:

Y:21:E(Y):g

1 a o
=Y VP =539=Var(Y)+E(Y) =2 + 5
ni 539 =Var(Y)+E(Y) ﬁ2+B2

Despejando en el sistema obtenemos ¢ = 4.5.

Ejercicio 9 (8 puntos)

Sean dos variables aleatorias independientes X, con distribucién uniforme en [0,a] e Y, con

distribucion uniforme en [0, b] tal que 0 < b < 1 < a. Entonces la probabilidad IP (Xxﬁ <1/3) =

b a b a
B & D) &
@ - B 2 (©) 5 D) =
Solucién:
P-X <imepix<ix+in—pio-lx<inoppx<n
Xyy = =P sgdaaly= =gl =heXs

Esta probabilidad corresponden al drea relativa del tridngulo que determinan el semiplano
X <Y y el rectdngulo soporte de la distribucién del vector (X,Y). El drea del tridngulo vale
b* /4, al dividirla por el 4rea del rectdngulo ab obtenemos
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P{ﬁ <1/3}=P{2X <Y} = ﬁ

Ejercicio 10 (8 puntos)

Un dado balanceado que tiene una cantidad & desconocida de caras. Se arroja el dado 8
veces (cada vez independiente entre si), obteniendo los resultados:

[311[2]3[3]4[7]4]

Una estimacién de k por el método de maxima verosimilitud es:

A) 3 B) 4 © 7 (D) 8

Solucién: Para un dado balanceado, la fpp es:

1 R
p(x;k):{"’ six=1..k 0

0, sino

Como L(n) =II"_, p(x;;k), en primer lugar k debe ser mayor que max{xi,xa,...,x,} para
que L(k) > 0. Por otro lado, en este caso: L(n ( ) 1 . Esta funcién es decreciente
segtin k, con lo cual k = argmax; {L(k)} = mmk{L(k) > 0} max{xy,xa, ... x,} =17

Ejercicio 11 (8 puntos)

La siguiente tabla muestra el resumen de cinco nimeros de las notas de un examen de inglés
para una clase con 16 estudiantes

min ¢g; m ¢s max
39 45 49 55 59

(R):

Considere los tres conjuntos de datos representados por diagramas de tallo y hojas que se
muestran a continuacién (tallo = decenas, hojas = unidades)

319 309 3199
4|4 4| 44 4|4

(Dy): 4| 557799 (Dy): 4| 5779 (D3): 4| 57799
5| 234 5| 023334 51233
5 | 55689 5| 569 5 | 56789

Indicar cudles de estos conjuntos de datos se corresponden con el resumen numérico (R).
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(A) Sdlo (Dy) (C) Sélo (D2) y (D3)
(B) Sélo (D) (D) Solo (D) y (D3)

Solucidén: De las definiciones de cuantiles vemos que los resimenes numéricos de los tres
conjuntos de datos son:

min ¢g; m ¢; max

(D) 35745 29 55 59
. min ¢ m g, max
(D2): —35745 50 53 59
min oom max

(D3) ql qS

39 45 49 55 59

Por lo que solamente (D;) y (D3) se corresponden al resumen numérico.
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Tabla de ®(z) (normal estandar)

z | 0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080  0.5120  0.5160  0.5199  0.5233  0.5279  0.5319  0.5359
01| 0.5338  0.5438  0.5478  0.5517  0.5557  0.5596  0.5636  0.5675  0.5714  0.5753
0.2 | 0.5793  0.5832  0.5871  0.5910  0.5948  0.5987  0.6025  0.6064  0.5103  0.614
03| 06179 06217 06255 06293  0.6331  0.6368  0.6406  0.6443  0.6480  0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591  0.6628  0.6664  0.6700  0.6735  0.6772  0.6808  0.5344  0.6879
0.5 | 0.6915 06950  0.5985 07019 07054  0.7088  0.7123  0.7157  0.7190  0.7224
0.6 | 0.7257 0.7281 07324 07357  0.738%  0.7422  0.7454 0.7486 07517 07549
0.7 | 0.7580 0.7611 07642 0.7573 07704  0.7734  0.7784  0.7734 07823  0.7852
0.8 | 0.7881 07310 07939  0.79%67  0.7995  0.8023  0.8051  0.8078  0.8106  0.8133
0.9 | 0.8159 0818 08212 08238  0.8264 0.8289  0.8315  0.8340  0.835  0.8389
10| 08413 08438 0841 08485 0.8508  0.8531  0.8554 0.8577 0.85%9  0.8621
11| 0.8643  0.8665  0.8686  0.8708  0.8729  0.8743  0.8770  0.8790  0.8810  0.8830
12| 0.8849 08869 08888  0.8%07  0.8925  0.8944  0.8962  0.8980  0.8997  0.9015
13| 0.9032 09049  0.9066 09082 09099  0.9115 09131  0.9147 09162  0.9177
14| 09192 09207 09222 0923 09251 0.9265 0.9279 09292 09306  0.9319
15| 09332 09345 09357 09370 09382  0.9394  0.9406  0.9418  0.94929  0.9441
16| 0.9452 09463 09474 09484  0.9495  0.9505  0.9515  0.9525  0.9535  0.9545
17| 0.9554 0954 09573  0.9582  0.9591  0.9599  0.9608  0.9616  0.9625  0.9633
18| 09641 09549 0965  0.9864  0.9671  0.9578  0.9686  0.9593  0.9699  0.9706
19| 05713 0.9719 05726  0.9732 0.5738  0.974% 05750 0.975%  0.59751 09767
20| 09772 09778 09783 09788  0.9793  0.9798  0.9803  0.9808  0.9812  0.9817
21| 09821 09826 09830 09834  0.9838  0.9842  0.984%  0.9850  0.9854  0.9857
22| 0981 09864 09868 09871  0.9875  0.9878  0.9881  0.9884  0.9887  0.9830
23| 09833 09896 09898 09501  0.9904  0.9%08  0.9908  0.8911 09913 0.5916
24| 09918 09920 09922 09924 0.9327  0.9923  0.9931  0.9932  0.9934  0.9936
25| 09938 09940 09941 09943 09945 0.99%  0.9948 09948 09951  0.9952
26| 0.9953 09955 0995  0.9957  0.9358  0.9960  0.9961  0.9962  0.9953  0.9954
27| 09985 09966 09967  0.9968  0.9969  0.9970  0.9971  0.9972 09973 0.997%
28| 09974 09975 09976 09977  0.9977  0.9978  0.9979  0.9979  0.9980  0.9981
29| 0991 09982 09982  0.9983  0.9984  0.9984  0.9985  0.9985  0.9985  0.9986
Tabla de x>
Probabilidad de cola derecha P(x2 > ¢)

GdL .25 20 15 10 05 025 .02 01 .005 .0025 .001
1 132 1.64 207 271 384 502 541 663 7.88 9.14 10383
2 277 322 379 461 599 738 7.82 921 10.60 11.98 13.82
3 411 464 532 625 7.81 935 984 11.34 12.84 1432 16.27
4 539 599 674 778 949 11.14 11.67 1328 14.86 1642 18.47
5 6.63 729 812 924 11.07 12.83 1339 15.09 16.75 18.39 20.52
6 7.84 856 945 10.64 1259 1445 1503 16.81 18.55 20.25 22.46
7 9.04 9.80 10.75 12.02 14.07 16.01 16.62 1848 20.28 22.04 24.32
8 1022 11.03 12.03 1336 1551 17.53 18.17 20.09 2195 23.77 26.12
9 1139 1224 1329 14.68 1692 19.02 19.68 21.67 2359 2546 27.88
10 1255 1344 1453 1599 1831 2048 21.16 2321 25.19 27.11 29.59
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Tabla de ¢ Student

Probabilidad de cola derecha P(r > c)

GdL .25
1.00
0.82
0.76
0.74
0.73
0.72
0.71
0.71
0.70
0.70

o R 1INV AW -

[
<

20
1.38
1.06
0.98
0.94
0.92
0.91
0.90
0.89
0.88
0.88

A5

1.96
1.39
1.25
1.19
1.16
1.13
1.12
1.11
1.10
1.09

10
3.08
1.89
1.64
1.53
1.48
1.44
1.41
1.40
1.38
1.37

.05
6.31
292
2.35
2.13
2.02
1.94
1.89
1.86
1.83
1.81

025
12.71
4.30
3.18
2.78
2.57
245
2.36
2.31
2.26
2.23

.02 01 .005
15.89 31.82 63.66
485 696 992
348 454 584
3.00 375 4.60
276 336 4.03
261 314 371
252 3.00 350
245 290 3.36
240 282 325
236 276 3.17

0025 001
127.32  318.31
14.09 2233
7.45 10.21
5.60 7.17
4.77 5.89
4.32 5.21
4.03 4.79
3.83 4.50
3.69 4.30
3.58 4.14

FPP de la binomial Bin(5, ) para varios valores de 6.

X 0 1 2 3 4 5
6=.11.590 | .328 | .073 | .008 | .000 | .000
0=.2|.328 | .410 | .205 | .051 | .006 | .000
60=.31|.168 | .360 | .309 | .132 | .028 | .002
0=.41.078 | .259 | .346 | .230 | .077 | .010
60=.5|.031)|.156 | .313 | 313 | .156 | .031
0=.6|.010 | .077 | .230 | .346 | .259 | .078
60=.71.002|.028 | .132 | .309 | .360 | .168
0 =.8|.000 | .006 | .051 | .205 | .410 | .328
6=.9|.000 | .000 | .008 | .073 | .328 | .590




