Universidad de la Repiiblica Probabilidad y Estadistica
Facultad de Ingenieria - IMERL Primer Semestre 2018

EXAMEN
SABADO 21 DE JULIO 2018.

Numero de Parcial Cédula Nombre y Apellido

Numero de hojas entregadas:

PARA USO DOCENTE
Ej. 1 Ej. 2 Ej.3 Ej.4 Ej.5 Ej.6 TOTAL

Importante: Justificar (y escribir todos los cdlculos necesarios para) las respuestas.

Ejercicio 1. [10 puntos]

Ana y Beto lanzan dos veces una moneda equilibrada cada uno. Se asume que los lanzamientos son todos independi-
entes. Sea X la cantidad de caras que obtiene Ana, e Y la cantidad de caras que obtiene Beto.

1. Calcular la probabilidad de que Ana y Beto obtengan la misma cantidad de caras.

2. Sea Z = max{X,Y}. Hallar, completando una tabla de contingencia, la distribucién conjunta de X y Z. ;Son
independientes?

Ejercicio 2. [20 puntos]

Ana y Beto acuerdan en encontrarse a las 12 del medio dia para almorzar. Ana llega a una hora con distribucién
uniforme en [0, 60] medida en minutos a partir de las 12:00. Beto llega a una hora con distribucién uniforme en [0, 30].
Asumir que la hora de llegada de Ana y Beto son independientes.

1. Calcular la probabilidad de que Beto llegue antes que Ana.

2. Se asume ademads que Beto, en caso de llegar antes que Ana, la espera como méaximo hasta las 12:45. Dado que
Beto llega antes que Ana, jcudl es la probabilidad de que se encuentren?

Ejercicio 3. [20 puntos]

El tiempo de atencién (en horas) de un mostrador A en una tienda es una h
variable aleatoria T4 cuya densidad estd graficada a la derecha. En otro

mostrador B el tiempo de atencién (en horas) Tg tiene distribucién uniforme

en [0, 1].

1. Hallar la esperanza de T4.

2. Hallar y graficar las funciones S (t) = P(Ta > t)y Sp(t) = P(Tp > t)
definidas para 0 < ¢ < 1. ;Si fueras un cliente, qué mostrador eligirias? Y t




Ejercicio 4. [15 puntos] Un ingeniero que trabaja para un fabricante de llantas investiga el efecto de un nuevo
compuesto sobre la duracién del caucho. Para esto divide al azar un lote de 16 llantas en dos grupos de 8, unas
reciben el tratamiento con el nuevo compuesto (Tratamiento) y las otras se usan de control. Los datos, en miles de
km, obtenidos son los siguientes:

Tratamiento: 61, 59, 60, 65, 58, 60, 61, 60. Control: 59, 60, 61, 62, 55, 60, 59, 61.
Considere la hipdtesis nula
Hj : El tratamiento no tiene efecto sobre la duracién del caucho.

y el estadistico X = (suma de respuestas en tratamiento)-(suma de respuestas en control). Se asume que el tratamiento
no disminuye la duracién del caucho.

1. Usando la Figura 1 (ver pagina 3), calcular el p-valor pval (X,ps). Decidir si rechazar o no Hy utilizando como
umbral p, = 0.05.

2. Se considera la regién de rechazo I,.(¢) = [¢, +00). Usando la Figura 1, hallar el menor valor de ¢ para el cual
la probabilidad de error de tipo I es a lo sumo a = 0.05. Decidir si rechazar o no Hy.

Ejercicio 5. [20 puntos]

En un experimento para investigar la relacién entre el alargamiento (Y en %) y la temperatura (X en grados) de
la mozzarella se observa que dichas variables se ajustan al modelo normal bi-variado. La siguiente tabla indica la
estimacién de sus parametros:

Temperatura | media: 70 | desvio: 5
Alargamiento | media: 175 | desvio: 20
correlacién: 0.75

1. Hallar y tal que P(Y > y|X = 60) = 0.05.

2. Se dispone de un ejemplar de mozzarella cuya temperatura es de 60 grados. Dar un intervalo que contenga su
alargamiento con probabilidad 0.9.

Ejercicio 6. [15 puntos] Sea X una variable aleatoria con la siguiente densidad de probabilidad:
a+1x® si0<z<l1;
f(a) = {( o
0 si no.

Sea X1,...,X, un muestreo aleatorio de X.
1. Hallar el estimador de méxima verosimilitud a de a.

2. ;Es a un estimador consistente de a?



Figure 1: Distribucién de aleatorizaciéon de X para usar en el Ejercicio 4.

Distribucion de aleatorizacion de X (Ejercicio 4)

Tabla de la normal estandar
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Valor de X

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.0%
0.0 | 0,5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5150 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5598 0.5638 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 | 0.5733 0.5832 0.5871 0.5910 0.5946 0.5987 0.6028 0.6054 0.6103 0.6141
0.3 | 0.6179 08217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6388 0.6408 0.6443 0.6430 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6684 0.6700 0.6738 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 | 0.7257 07291 0.7324 0.7357 0.7339 0.7422 0.7454 0.7430 0.7517 0.75349
0.7 | 0.7530 07611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7754 0.7794 0.7323 0.7352
0.8 | 0.7331 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8136 0.g212 0.3238 0.3204 0.8289 0.8315 0.8340 0.8305 0.8339
10| 08413 0.8438 0.3481 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
11 0.8643 0.8665 0.3636 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8310 0.8330
12 | 0.8345 0.8369 0.3338 0.8307 0.3925 0.8944 0.8962 0.8930 0.8997 0.9015
1.3 | 0.9032 0.9049 0.2088 0.9082 0.2099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
14| 09192 0.9207 0,9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
15| 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9332 0.9394 0.9400 0.9415 0.9429 0.9441
16 | 0.9452 0.9463 0.9474 0.94534 0.9495 0.9505 0.8515 0.9525 0.9535 0.9545
L7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9808 0.9618 0.9625 0.9633
18 | 09541 0.9643 0.9658 0.9664 0.9671 0.9678 0.9636 0.9693 0.9693 0.9705
19| 09713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.975a 0.9751 0.97a7
40 | 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9303 0.9308 09312 0.9817
41 09821 09826 0.9330 0.9334 0.9335 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
42 | 09351 0.9364 0.9368 0.9371 0.9375 0.9378 0.9381 0.93534 0.9357 0.9390
23 | 0.9893 0.9396 0.9398 0.9901 0.93904 0.9908 0.9909 0.9911 0.9913 0.9915
24 | 0,9315 0.9920 0.9922 0.9324 0.9327 0.99259 0.9931 0.9932 0.9934 0.9935
45 | 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9%45 0.9348 0.9349 0.9951 0.9952
26 | 0,9953 0.9955 0.9958 0.9957 0.9958 0.9980 0.9951 0.9962 0.9963 0.9964
47 | 0.9385 0.9966 0.9367 0.9965 0.9985 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
48 | 0.,9974 0.9975 0.9975 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9930 0.9931
29 | 0.9931 0.9932 0.99582 0.9983 0.99584 0.99584 0.9985 0.9985 0.9936 0.9936




Definiciones y férmulas que pueden ser tutiles

e X tiene distribucién Bernoulli de pardmetro p si Rx = {0,1} con P(X =1)=py P(X =0) =1—p.
La esperanza de X es E(X) = p y la varianza es var(X) = p(1 — p).

e X tiene distribucién binomial de pardmetrosny psi Rxy = {0,1,...,n} y P(X = k) = Cgpk(l—p)”*k.
La esperanza de X es E(X) = np y la varianza es var(X) = np(1 — p).

e X tiene distribucién hipergeométrica de pardmetros N, K,y nsi Rx = {k € N: max{0,n—(N—k)} <
E<max{K,n}}y
ckelok
P(X = k)= _k “n-k_
(= k)=

La esperanza de X es E(X) = np y la varianza es

var(X) = np(1 — p) [1 - ;'}__11] ,

en donde p = K/N.

X tiene distribucién geométrica de pardmetro p si Ry = {1,2,...} y P(X = k) = p(1 — p)*~1. La
1-p

esperanza de X es E(X) =1/p y la varianza es var(X) = T

X tiene distribucién de Poisson de pardmetro Asi Rx = {0,1,...}y P(X =k) = /\k—?e_’\. La esperanza
de X es E(X) = A\ y la varianza es var(X) = A.

X tiene distribucién uniforme en [a, b] si tiene densidad dada por

fx(xz) = {1/(b_a) si x € [a,bl;

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = (a +b)/2 y la varianza es var(X) = (b — a)?/12.

X tiene distribucién exponencial de parametro A si tiene densidad dada por

e M siz > 0;
fx(z) = {

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = 1/) y la varianza es var(X) = 1/)\2.

X tiene distribucion normal estandar si tiene densidad dada por

fx (@) = . e /%, zeR

Vor

La esperanza de X es E(X) =0 y la varianza es var(X) = 1.

(X,Y) tiene distribucién normal bi-variada estdndar de correlacién p si X e Y tienen distribucién
normal estdndar y existe Z normal estdndar independiente de X tal que Y = pX + /1 —p?Z. En
este caso, se tiene

L. <€—a2/2 _ e—b2/2>
- o) — (@)

EY|X =2x) = px y E(Y|ja < X <b)



