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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
EXAMEN DICIEMBRE 2005

DATOS DEL ESTUDIANTE

No. de Examen Apellidos y Nombres Cédula

e La duracién del examen es de 3 horas y media.

El puntaje minimo para aprobar es 50 puntos.

Publicacion de resultados: 29 de diciembre - 18:00 hs

Muestra de examenes: 30 de diciembre - 14:00 hs

Problema 1 (30 puntos)

Considere una caja que inicialmente contiene 10 bolillas: 6 azules y 4 rojas. Considere
ademas el procedimiento que se describe a continuacién. Se elige una bolilla al azar de la caja:
si la bolilla es azul se la pinta de rojo y si la bolilla es roja se la pinta de azul. Luego se devuelve
la bolilla a la caja.

Se denota con N; el niimero de bolillas rojas al final del procedimiento.

a) (6 puntos) Calcule los posibles valores de la variable aleatoria N; y sus correspondientes
probabilidades.

Suponga ahora que se repite nuevamente el procedimiento anterior. Se denota con Ns el
nimero de bolillas rojas que quedan al final.

b) (10 puntos) Calcule los posibles valores de la variable aleatoria Na y sus correspondientes
probabilidades.

c) (6 puntos) Calcule E(N3) y Var(Na).

d) (8 puntos) Calcule la probabilidad de que N1 =5 dado que N = 4.

Problema 2 (34 puntos)

Considere un circulo de radio X, donde X es una variable aleatoria exponencial de pardmetro
A. Se denota con A el area del circulo.

a) (9 puntos) Calcule la funcién de distribucién de la variable aleatoria A.

b) (9 puntos) Calcule E(A).
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Considere ahora un nuevo circulo de radio Y, donde Y es una variable aleatoria independiente
de X, con distribucién exponencial de pardmetro A (el mismo pardmetro que la variable X).
Suponga que los centros de los circulos estan separados por una distancia D.

¢) (16 puntos) Pruebe que la probabilidad de que los dos circulos se superpongan es

P (Superposicién) = (1 4+ AD)e P,

Problema 3 (36 puntos)

El tiempo de funcionamiento de una componente electrénica se modela con una variable
aleatoria continua 7', cuya densidad de probabilidad es:

t =t .
vl t>0
N—J pze? sit> 1
Jolt) {o sit <0 (v
donde 6 > 0.
Considere 17,75, ..., T, una muestra i.i.d. correspondiente a los tiempos de funcionamiento

de las componentes electrénicas en cuestion.

a) (10 puntos) Calcule el estimador de méxima verosimilitud para 6.

b) (6 puntos) Estime 6 por el método de los momentos.

Se dispone ahora de una muestra de tiempos de vida de dichas componentes

118 (16 [43[30 |17 [ 7359 [ 63 |22] 39 |

Nota: En las pruebas de hipétesis utilice el siguiente criterio de decisién: se
acepta la hipdtesis nula si el p-valor es superior a 0.1

c¢) (6 puntos) Estudie la aleatoriedad de la muestra (realice una sola prueba).

d) (14 puntos) Implemente el test de Kolmogorov-Smirnov para verificar si los datos ajustan
a la distribucién correspondiente a la densidad definida en (1) con 6 = 19.



Probabilidad y Estadistica - Diciembre de 2005

SOLUCION
Problema 1

a) Los posibles valores son N1 =3 y N1 = 5. Ademas:

4 6

b) Los posibles valores son Ny =2, Ny =4y Ny = 6. Por otra parte:

PNy, —=2) = &y 3 12
10 ° 10 100
6 47 53
P(N, = 4) = 242 _ 2
(N2 =4)=15>75% 15 %10 = 100
6 5 30
P(Ny = 6) = — x — — >
(N2 = 6) 10 ° 10 100

¢) De los resultados anteriores resulta:

12 58 30 436
E(Ny) = 2—— 442 46— = =2 _ 4,
(N2) 100 T 4100 T %700 ~ 100 36

Por otra parte:

12 58 30 2056
E(N2)=4— +16— + 36— = —— = 20.56
(N2) 100~ °700 T°°100 = 100

de manera que

Var(N,) = 20.56 — 19.0096 = 1.5504

d) De la definicién de probabilidad condicional y de los calculos anteriores, se tiene que:

P{N =5}n{No=4}) 15 %1
P(N, =5|Ny =4) = = = 0.517
P(N2 =4) o0
Problema 2

El 4rea de un circulo de radio X es A = 7 X2.
a) De la definicién de funcién de distribucion: F4(t) = P(A < t). Asi que:

— Sit < 0 entonces Fu(t) =0.
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— Sit > 0 entonces

Fat)=P(A<t)=P(rX*<t)=P (X < ﬁ) —1— e MW,

donde en la iltima igualdad hemos usado la funcién de distribucién de una variable
exponencial.

EQD:ﬁMX%:w%,

donde hemos usado el hecho de que si X es una variable exponencial de pardmetro A

entonces E(X?) = %

c¢) Es facil ver que dos circulos de radios X e Y, cuyos centros estan separados a una distancia
D, se superponen si y s6lo si X +Y > D. De manera que:

P(Superposiciéon) =P(X +Y > D)=1-P(X +Y < D).

La tdltima probabilidad involucra una suma de variables exponenciales independientes:
D D—x
mx+ygm:/)m/] dy XN2e @) =1 — (1 4+ AD)e P,
0 0
Asi que finalmente se obtiene:

P (Superposicién) = (1 4+ AD)e *P.

Problema 3

a) La funcién de verosimilitud, para t; > 0,2 > 0,...,t, > 0, es

tl —t1 tQ —to t —tn tltg...t _tittot...+itn
L(0)2<92€9><92€9><9269>:02nn€ 0

Tomando logaritmo

R R

In(L(#)) =In(t1ty...t,) — 2nln(0) 7

y derivando con respecto a 0, se obtiene

O(n(L(B) _ ~2n  hitiat.. tty
90 0 02 -

De manera que el estimador de maxima verosimilitud es:

~ 1t t R 1
(T e R
2 n 2
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b) Es facil ver que E(T') = 20, por lo tanto el método de los momentos proporciona el siguiente
estimador

E(T)=T, < 0=-T),,

que coincide con el calculado anteriormente.

c¢) — Test de Rachas: R="7y p— valor = 0.4524.
— Test de correlacién de rangos de Spearman: ry = 0.2727 y p — valor > 0.235.

Conclusién: No se rechaza la hipotesis de aleatoriedad.

d) La funcién de distribucién correspondiente a la densidad (1) con § = 19 es

t
Ro(t)=1- <1+9> e 7, sit>0
y Fo(t) =0sit <O.
— Test de Kolmogorov-Smirnov: D = 0.2064 y p — valor > 0.2.

Conclusién: Se acepta la hip6tesis de que la muestra ajusta a la densidad (1) con 6 = 19.



