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PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
EXAMEN FEBRERO 2004

DATOS DEL ESTUDIANTE

H No. de Parcial H Apellidos y Nombres H Cédula H

La duracién total de la prueba es de 4 horas.

El puntaje minimo necesario para aprobar es 50 puntos.

Publicacion de resultados: Jueves 4 de marzo - 18:00hs.

Muestra de examenes: Viernes 5 de marzo - 18:00hs.

Problema 1 (30 puntos)

De una caja que contiene 3 bolas rojas y 2 azules se extrae una bola al azar y se la coloca
en una segunda caja que contiene 4 bolas azules y 2 rojas. A continuacién se extrae una bola
al azar de la segunda caja.

1. (10 puntos) ;Cuél es la probabilidad de que se extraiga la misma bola que se extrajo de
la primera caja?

2. (10 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida de la segunda caja sea roja?

3. (10 puntos) Si la bola extraida de la segunda caja es roja, jcudl es la probabilidad de
que sea la misma bola que se extrajo de la primera caja?

Problema 2 (30 puntos)

Se dice que una variable aleatoria X es una variable de spin de pardmetro h, y se denota
X ~ S(h), si X toma los valores X = —1, X =1 con la siguiente distribucién de probabilidad:

eh:c
P(X=z)= Freh TE {-1,1},
donde h es un pardmetro real.
1. (8 puntos) Calcule E(X) y Var(X).
2. (8 puntos) Considere una sucesién de variables aleatorias X1, Xs,..., X, i.i.d ~ S(h).

Halle un estimador consistente para el pardmetro h (esto es, un estimador que converja
casi seguramente a h cuando n — o).

Sugerencia: Use el valor obtenido para E(X;).
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3. El spin total de un conjunto de n particulas esta definido por:

M = zn:Xi
=1

donde Xj, Xo,..., X, son variables aleatorias i.i.d y la variable X; ~ S(h) representa el
spin de la particula ¢ para cada ¢ =1,2,...,n.

Se dice que un sistema de n particulas presenta magnetizacién cuando M > %n

(a) (7 puntos) Se supone que el nimero total de particulas es n = 9000 y que h = log 2.
Calcule la probabilidad de que el sistema presente magnetizacion.

(b) (7 puntos) Suponiendo como antes n = 9000, calcule el minimo valor de h para

el cual se cumple que la probabilidad de que el sistema presente magnetizacion es
1

superior a 5-

Sugerencia: Use el Teorema Central del Limite.

Problema 3 (40 puntos)

Los siguientes datos corresponden a los tiempos de vida (medidos en semanas) de colonias
de bacterias criadas en un laboratorio bajo ciertas condiciones de temperatura y humedad:

1331548 [ 1.37 [ 744 [ 2.73 [ 4.19 | 3.18 [ 2.23 |

Nota: En todos los test use el siguiente criterio de decisiéon: se acepta la hipdtesis nula si el
p-valor es superior a 0.10.

1. (8 puntos) Estudie la aleatoriedad de la muestra (realice sélo un test e indique cuél otro
test podria ser implementado).

2. (16 puntos) ;Es razonable suponer que los datos corresponden a una distribucién expo-
nencial?

3. (16 puntos) Se dispone ahora de una nueva muestra i.i.d. e independiente de la
anterior (no hay que verificar estos supuestos) correspondiente a los tiempos de vida de
colonias de bacterias criadas en condiciones diferentes de temperatura y humedad:

| 5.54 [ 5.61 | 5.71 | 4.22 [ 4.42 [ 2.68 | 4.28 | 5.93 |

Implemente un test de Kolmogorov-Smirnov de comparacién de muestras para concluir
si es razonable o no suponer que los nuevos datos tienen la misma distribucién que los
anteriores.
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Soluciones ]
EXAMEN DE PROBABILIDAD Y ESTADISTICA
Febrero 2004

Solucién problema 1

Se consideran los sucesos:

A = “La bola extraida de la primera caja es roja”

B = “La bola extraida de la segunda caja es roja”

C = “La bola extraida de la segunda caja es la misma que de la primera”
Entonces:

1. Sepide P (C) = % ya que cualquiera de las bolas de la segunda caja tiene igual probabilidad
de salir (independientemente de cuél sea la bola agregada), hay 6 + 1 = 7 bolas y la unica
“favorable” a C' es la que se agregd.

2. Se pide P (B). Para ello hacemos:

P(B)=P(BNA) +P(BNA)=P(B|A)P(A) +P (B|A)P (A

P (A) y P(A°) dependen de la distribucién de bolas de la primera caja y P (B | A) y
P (B | A°) dependen de cémo queda la segunda caja dado que se agregé una bola roja o
azul. Los valores son:

3 2
PA == - PAC:—
(4) = ¢ PU)=:
3 2
P(B|A) = - P(B|A):?
Y por lo tanto:
33 22 13
PB)=z=—=—+=--=—
(B) 75+75 35

3. Se pide P (C' | B). Aplicando la definicién de probabilidad condicional:

_P(BNC) P(B|C)P(C)
PP ="9sm = »@

P (B) y P (C) ya fueron calculadas. P (B | C) es la probabilidad de que se extraiga una
roja dado que se extrae la misma. Este suceso tiene la misma probabilidad que A, ya que
para que sea roja la segunda (dado que es la misma), debe ser roja la primera extraida.
Por lo tanto, P (B | C) = 2 (puede hacerse también contando casos). Entonces:

P(C[B)=

o] wrieo
~=
w

gl
—
w
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Solucién problema 2

1. Se tiene que:

oh — o—h
E(X)=P(X=1)-P(X=-1)="—"p (=tanh(h)

Ademés, X2 =1 con probabilidad 1, E (XZ) = 1. Por lo tanto:

Var (X) = E (X?) — (B (X))> =1 - <eh_€_h>2 - (4 (: 1>

eh +e N eh 4 eh)? cosh? (h)

2. Por la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, se cumple que:

) oh_ o—h
Xp —p=E(X)= P = (= tanh (h))

Invertimos esta funcion escribiendo h en funcién de u. Para ello despejamos h obteniendo:

h=g(p) = %log Gfg) (= atanh (u))

Como esta funcién g es continua para p € (—1,1) se tiene que:

1 1+ X, _
-1 1) =g (X)) — g(p)=h
5 0g<1_Xn) 9(Xn) — 9w

por lo que %log <if§”) = atanh ()_(n) es un estimador consistente de h.

3. (a) Como 2n = 6000 se pide P (M > 6000). Como M es suma de variables aleatorias
vale el TCL y podemos escribir:
X _ M

g g

Para h = log2, u = E(X;) = 0.6 y 0* = Var (X;) = 0.64 y entonces o = 0.8.

M 6000
P (M > 6000) = P( 2000 (go — 1) 9000(9000_[0)%

g g

Q

_ <\/9000 (0.667 — 0.6)

=1-®(79) =0
0.8 ) (7.9)

(b) Aplicando también TCL se tiene que:

P (M > 6000) ~ 1 —® <'%m0@_”)>

por lo que la condicién resulta que

2
V9000 <3 - u) <0
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o bien:

h h

pa— 6_
eh +e=h

1 1+2 1 2
h > §log (1 — §> = §log(5) = 0.805 <— atanh (3))

e >2
a 3

de donde

Solucién problema 3

1. Se pueden aplicar el test de Rachas de Subidas y Bajadas y el test de Correlacion de
Rangos de Spearman. Los resultados son:

Rachas: R =6, o™ = 0.325.
Spearman: ry = —0.310, o* = 0.231.
en ambos casos se acepta la hipétesis nula de que los datos son iid.
2. Se aplica el Test de exponencialidad de Lilliefors obteniéndose un estadistico D,, = 0.324,

y un p-valor 0.1 < o* < 0.15 por lo que se acepta la hipétesis nula de que los datos son
exponenciales.

3. El estadistico del Test de Kolmogorov-Smirnov de comparacién de dos muestras es Dy,n =
0.625 y por lo tanto mnD = 40 y o = 0.087. En este caso se rechaza la hipétesis nula de
que los datos provienen de la misma distribucion.



