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SOLUCION PRIMER PARCIAL
VIERNES 27 DE ABRIL 2018.
Ejercicio 1. [7 puntos]

Una persona recibe el diario en su casa a una hora al azar entre las 7 am y las 8 am. Sin embargo, la persona parte
al trabajo a una hora también al azar entre la 7 am y las 8 am.

1. ;Cual es la probabilidad de que la persona reciba el diario antes de irse a trabajar?

2. Si ademas la persona demora 10 minutos en leer el diario. ;Cudl es la probabilidad de que la persona lea el
diario antes de ir a trabajar, dado que lo ha recibido?

Solucién:
Definimos X al momento en que la persona parte de la casa, e Y el momento en el que llega el diario.

1. Notar que el diario llega antes de que la persona se vaya a trabajar si, y solo si, Y < X. Este evento
es el tridngulo inferior que se muestra en la figura. Luego P(Y < X)) =1/2.

hora que llega el diario

Y =

X = hora que se va la persona

2. Para que la persona pueda leer completamente el diario, este debe llegar al menos diez minutos antes
de que se vaya. Esta condicién se escribe como Y < X —10. Este evento es el tridngulo que se muestra
en la figura:

hora que llega el diario

Y <X -10

Y

X = hora que se va la persona

Notar que como Y < X — 10 implica Y < X, entonces

P(Y <X-10 50x50) /(60 x 60) 25
PY<X-10Yy <X)= B <X) ) _ (5 )1/2 =%
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Ejercicio 2. [9 puntos]

Se lanzan dos dados equilibrados de cuatro caras cada uno. Sea X el resultado del primer dado, e Y el menor de los
dos resultados.

1. Escribir la distribucién conjunta de X e Y. Indicar si X e Y son independientes.
2. Calcular P(X =Y).

3. Calcular cov(X,Y) la covarianza entre X e Y.

Solucion:

1. Rec(X) = Rec(Y) = {1,2,3,4}. La funcién de probabilidad conjunta de X e Y px y(z,y) es:
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No son independientes. Por ejemplo pxy(1,1) =1/4y px(1) - py (1)
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2 P(X=Y)= Y PX=kY=k=2+34241_10
k€eRec(X)

3. Calculamos cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).

Las funciones de probabilidad puntual (marginales) de X e Y son:
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pX(x) = leX,Y(:Uay) = Z r = 1727374
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Por lo tanto, resulta que:
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Entonces cov(X,Y) = ?—2 — Zo%g = Tg



Ejercicio 3. [9 puntos]

Se lanza una moneda equilibrada hasta obtener cara. Si el nimero de lanzamientos es impar, se extrae una bola de
una urna que tiene cuatro bolas rojas y dos blancas; si el nimero de lanzamientos es par, se extrae una bola de una
urna que tiene dos bolas rojas y cuatro blancas.

1. ;Cual es la probabilidad de que el niimero de lanzamientos de la moneda sea par?

2. Si se sabe que la bola extraida es roja, ;qué es mas probable: que se haya lanzado un ntimero par o impar de
veces la moneda?

Solucion:

1. Sea X la v.a. que cuenta el nimero de lanzamientos hasta obtener una cara. X es una geométrica de
parametro 1/2. Entonces,

P(Xseapar):ip(xzzk):i<1_;>2k1;::01(;)%Zi<i>k:1i/f/4:;

k=1 k=1

2. Para saber qué es méas probable tenemos que comparar P(X par| sali6 roja) con P(X impar| sali6 roja).
Aplicando Bayes obtenemos:

P(rojal X par)P(X par)

P(X par| sali6 roja) = P(roja)
roja

P(roja| X impar)P(X impar)
P(roja)

P(X impar| salié roja) =

Como ambos denominadores coinciden sélo necesitamos calcular los numeradores. Para esto vamos a

usar que P(X sea impar) = 1 — P(X sea par) = 3.

21 1
P(roja|X par)P(X par) = 63= 9

42 4
P(roja| X impar)P(X impar) = 63= 09 > P(roja| X par)P(X par).

Por lo tanto es més probable que la moneda haya sido tirada un ntimero impar de veces.

Ejercicio 4. [9 puntos]

En una poblacién el 1% padece de daltonismo. Se selecciona una muestra de 1000 personas con reposicién de dicha
poblacién. Sea X el niimero de personas con daltonismo en la muestra.

1. Indicar el ntimero esperado de personas con daltonismo en la muestra.
2. Calcular la probabilidad de que haya a lo sumo dos personas con daltonismo en la muestra.

3. Utilizando una aproximacién adecuada, calcular la probabilidad de que haya al menos 8 y a lo sumo 12 personas
con daltonismo en la muestra.

Solucion:

1. Al ser un muestreo con reposicién resulta que X tiene distribuciéon Binomial con pardmetros n = 1000
y p = 0.01. Por lo tanto E (X) = np = 1000 x 0.01 = 10.

P(X < 2)

P(X =0)+P(X =1) + P(X = 2)
1000 1000 1000
= ( 0 )0.0100.991000 + < . )0.0110.99999 + ( 5 )0.0120.99998

0.00268

%



3. Dado que n es grande y p es chico, podemos aproximar a la Binomial por una Poisson de pardametro
w=mnp = 1000 x 0.01 = 10. Por lo tanto:
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Ejercicio 5. [4 puntos]

Demostrar el teorema de Bayes: sea P una probabilidad definida en € y sean By, ..., B, eventos con probabilidad
positiva, incompatibles dos a dos y tales que 2 = By U By U---UB,,. Sea A un evento con probabilidad positiva.

Entonces
P(By)P(A|By)

;P(Bi)P(/”Bi)

P(B;|A) = Vik=1,....,n.

Solucién:
De la definicién de probabilidad condicional, tenemos que

P(ByNA) P(A|By)P(By)

P(Bi|A) = =
Por otro lado, las hipdtesis implican que
A=J@AnBy,
i=1

de donde (usando que los conjuntos B; son disjuntos) deducimos
P(A) = Z P(ANB;) = Z P(A[B;)P(B;).
i=1 i=1

Luego
P(By)P(A|By)

;P(Bi)P(AIBi)

P(BilA) =

como queriamos demostrar.

Ejercicio 6. [4 puntos]
Se considera una urna que contiene 10 bolillas de las cuales 5 son rojas. Se extraen sin reposicion tres bolillas. Para
i =1,2,3, se definen las siguientes variables aleatorias:

X {1 si la i-ésima extraccién es una bolilla roja,
=

0 otro caso.
Calcular E (XZXJ) para ’L,j = 1, 2, 3 y E ((Xl + X2 + X3)2).
Solucion:

o Sii=j BOGX) =B (X)) =1 = b

e Sii# j, como las variables X; y X; son Bernoullis, E (X;X;) =1 x P(X; =1,X, = 1), ya que es en
el unico caso que X;X; = 1. En el resto de los casos la multiplicaciéon da 0. Ademds tenemos que
4
P(Xi=1,X;= 1) = P(X; = 1|X, = )P(X, = 1) = §1%,
de donde E (X;X;) = 2.

Calculemos ahora E ((Xl + X5 + X3)2)§

E((X1+Xo+X3)?) =E(X}) +E (X3) + E (X3) + 2(E (X1 X2) + E (X2X3) + E (X1 X3))
3 4 17

— + —

23

=3E (X7) 4 6E (X1 X3) = R



