IMERL Probabilidad y Estadistica 2019-S1 Ejercicios de practica 1

Normal bi-variada y regresion lineal

Ejercicio 1
Y = sistdlica y X = diastdlica.
X ~ N(73,8%) ylaY tiene distribucién condicional N(1.6x,10?) cuando X = x.

1. Cuando X =73 1aY tiene distribucién normal N(116.8,10?). Su densidad condicional
es entonces

1 o ) R
py (| X =73) = \/ﬁe (y-116.8)%/(2(10)%)

2. Estandarizando y usando la tabla vemos que P (Y < 115|X = 73) = 0.4286.
3. E(Y|X =73) = 116.8.
4. La densidad conjunta es

_o-len?  (-73)?

1
= X = = 2(10>2 2<8)2
p(x,y) = py (y|X = x)px (x) 27(80)°

que es una normal bi-variada.

De la teoria general sabemos que la distribucién condicional de Y dado que X = x es
normal de desvio oy+/1 — p? y media

poy

_l_i
Uy ox

_ ) = Por _Por
(x—py) = o THr T i

Sabemos que uxy = 73 y ox = 8. Luego

POY _ 16, wy=1168, oyy/1—p2=10

8
La primer ecuacién implica que p es positivo. Despejando p obtenemos
12.8
—/1-p%2=10
P
2
Entonces p? = % =0.62,0sea p =0.79. Luego oy = 16.2.

Ejercicio 2

Sea X la densidad de la goma e Y la elasticidad. Tenemos entonces que:
» X ~N(uy,02) con uxy =1yox=0.2.
= Y ~N(uy,o?) con iy =100y oy = 8.

= Coeficiente de correlacion: p = —0.8.
X— X1 Y— Y100
Entonces (U,V) es una normal bivariada estandar con correlaciéon p = —0.8 y sabe-

mos que E (V|U =u) = pu.

Sabiendo que la densidad es X = 0.75, resulta que U = 5(0.75—1) = —1.25 y por lo
tanto E(V|U = —1.25) = —0.8 x —1.25 = 1. Volviendo a normalizar, tenemos que la
prediccion para la elasticidad es E (Y |X = 0.75) =8 x 14100 = 108
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2. Buscamos un intervalo / = [108 — g, 108 4 €] tal que
P(Y €I|1X=0.75)=P(|Y —108| < €|]X =0.75) = 0.95
Observar que por definicién:
Y—-108 =Y —E(Y|X =0.75)
= oyV +uy — (oypU +py) = oy (V —pU)
= Oy \/ 1-— p2Z
con Z normal estdndar independiente de U.

Por lo tanto, € tiene que ser tal que:

P(Y €1|X = 0.75) = P(|oy\/1— p2Z| < ]U = —1.25)

€
=P||Z| < ————= | =095
<| | 8y/1— (0.8)2>
donde en la penultima igualdad usamos que U y Z son independientes.
ey 113 4o € _ —
Utilizando al tabla de la normal “al revés” resulta que 37036 = 1.96, de donde € =
1.96 x 4.8 =9.41.

El intervalo resulta entonces / = [108 —9.41,108 +9.41] = [98.6,117.4].

3. Tenemos que calcular
E(Y|X >0.8)=E(8V+100/U > —1)=8E(V|U > —1)+ 100

Utilizaremos el siguiente resultado: si (U, V) normal bivariada estandar con correla-
cién p entonces,
b (a2 b2
(e )
(b) = D(a)

E(Vlia<U<b)=

En este caso a = —1 y b = +oo, de donde ¢ /2 = 0y ®(b) = 1, es decir:

SBae P 0812 0812

T1-0(-1)  2rd(1) V2m0.8413
Resulta entonces que la prediccién es E(Y|X > 0.8) = —8 x 0.23 + 100 = 98.16.

E(V|IU > —1)

Ejercicio 3
Dado que X = 60, la Y tiene distribucién normal de pardmetros

n :p%(60—,ux)—|—,u1/ =145y 0 = oy\/1—p? zzo‘f =13.23.
X

1. Entonces

Y — 145 _ y—145
P(Y > y|X = 60) =P > ~0.
(¥ 2 yX = 60) (13.23 = 13.23> 0.05,

por lo que *=1 = 1.645, de donde y = 166.76.
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2. Basta encontrar y' tal que P (Y <y'|X = 60) = 0.05. Los mismos cdlculos que en la
parte a) dan y = 145 — 1.645 - 13.23 = 123.24. Por lo tanto un intervalo que sirve es
[123.24,166.76].

Ejercicio 4
Llamemos X al puntaje en la primera prueba e Y al puntaje en la segunda.

1. Usaremos la recta de regresion. Recordar que su férmula es

poy

B(Y[X =x) =y +7_"(x— pix) = 0.54x+39.9
X

Nuestro prondstico es entonces E (Y |X = 60) = 73.5.

2. Queremos calcular P(|Y —E (Y|X = 60) | > 5|X = 60). Definimos las variables es-

tandarizadas X v
v, S VS S |

Ox Oy

Por definicién existe Z normal estandar, independiente de U tal que
V=pU++1-p?Z
Si X = 60, entonces U = —0.5. Ademas,
Y —E(Y|X = 60) = oy (V — p(—0.5)) = oy /1 — p2Z.
Entonces
P(|Y —E(Y|X = 60)| > 5|X = 60) =P (\oyﬂa >5U = —0.5)
=P(|Z| >5/(0.8:9)) =P(|Z| > 0.694)

=0.4877

3. Seguiremos trabajando con las variables estandarizadas. Debemos calcular

P(V>0,U>0)
P(U >0)

=2P(V>0,U >0)

Usando que V = pU + +/1 — p2Z, queremos calcular

P
P|Z>—~—UU>0
( V1-p? )

que es un sector de dngulo 6 4+ /2 en el plano. La tangente de 6 es p/+/1 —p? =
0.75, de donde 6 = 0.6435. Por la simetria rotacional (U y Z son independientes), la
probabilidad buscada es

246 1
z/2+ = —+0.1024 = 0.3524.
21 4




