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Ejercicio 1. [20 puntos]

Para evitar accidentes de trafico, es importante que el conductor tenga una rapida reacciéon ante un
estimulo que en general es visual. Es sabido que el tiempo de reaccién T' (medido en milisegundos) ante
un estimulo de estas caracteristicas se puede modelar segin una distribucién Exponencial, es decir:

fol) = {)\e_)‘t sit>0

0 otro caso

Sin embargo el tiempo medio de reacciéon depende de muchos factores, entre ellos la edad. En particular
en base a estudios en simuladores se estima que para los menores de 60 anos el tiempo medio de reacciéon
es de 10 milisegundos, mientras que para los mayores de 60 afios (incluyendo al 60) el tiempo medio es
de 13 milisegundos. Se sabe ademds que el 30% de la poblacién tiene 60 o mds anos.

1. Hallar A\; y Ay parametros de la distribucién Exponencial para el grupo de menores y mayores de
60 afios respectivamente.

2. Dado t > 0, hallar la probabilidad de que el tiempo de reacciéon de un individuo elegido al azar en
la poblacion sea mayor o igual a t.

3. Calcular el tiempo medio de reaccién de un individuo elegido al azar en la poblacion.

4. Con el objetivo de reducir los accidentes de transito, se implementa una prueba de tiempo de
reaccién ante un estimulo visual para obtener la libreta de conducir. Se fija un nivel critico en el
tiempo de reaccion igual a t, = 20 milisegundos y en caso de que el tiempo de reaccién supere este
nivel critico, el postulante no obtiene la licencia.

(a) Hallar la probabilidad de que un individuo elegido al azar obtenga la libreta de conducir.
(b) Sabiendo que un individuo obtuvo la libreta de conducir, jcudl es la probabilidad de que sea
mayor a 60 anos?

Ejercicio 1. Solucién

1. Sabemos que si T ~ exp(A) entonces el valor esperado de T' es E(T) = +. Sean Ty y T los tiempos
de reaccion para las personas menores de 60 anos y mayores o igual a 60 anos respectivamente.
Resulta entonces que

1 1
10ms = E(T}) = — - —
Oms (Th) N =\ 10ms,
13mst(T)*i:>)\*ims
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2. Se elige una persona al azar en la poblacién y se consideran W el tiempo de reaccién de esa persona
y una variable que representa si es mayor o menor que 60 anos, esto es

v 1 si se elige una persona menor a 60 anos
0 si se elige una persona de 60 anos o mas

De los datos tenemos que P(Y = 1) = 0.7 y P(Y = 0) = 0.3. Por lo tanto, para ¢t > 0 usando la
férmula de la probabilidad total se tiene que:

P(W >1t)

PUW >t N[{Y =1} U{Y =0}]) =P(W > ,Y = 1) + P(W > ,Y = 0) =
= PW>t|Y=1P(Y =1)+P(W >t|Y =0)P(Y =0) =
P(T, > t)P(Y = 1)+ P(Ty > t)P(Y = 0) = 0.7¢ 10 + 03¢ 15",



1—0.7e" 10t — 0.3 5t sit>0

3. Fyy(t) =1 —P(W > 1) =
w(t) ( ) {1—1 sit <0.

0.7 —&t 4 03 _—Lt :
07—t 4 03¢~ t>0
Por lo tanto, la densidad estd dada por fyy(t) = (Fw(t)) = { 10 cmAme o
0 sit<O0.
+00 ! g
EW) = [ tfw(t)dt =07 | t—ew0'dt+0.3 [ t—e 15tdt =0.7-10+ 0.3 - 13 = 10.9.
10 13
- 0 0
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Otra posibilidad es utilizar que por ser W una variable aleatoria positiva se tiene que E(W) =

[ P(W > t)dt.
0
4. (a) P(W <20) =1—P(W >20) =1—0.7e 120 — 0.3¢ 1520 = 0.8409.
(b)

< = =
P(Y = 0| {*Obtiene la libreta’}) = P(Y = 0 | W < 20) — SOV S 20| Y = 0PV =0) _

P(W < 20)
< = . U,
_P<20p(Y =1) 0785-03 00
P(W < 20) 0.8409

Ejercicio 2. [30 puntos]

Para determinar la eficiencia de una maquina térmica que funciona con un
gas ideal, se debe conocer con precisién un coeficiente k£ que depende del
gas (k es el coeficiente adiabético). Esto se hace por medio del siguiente
experimento: el gas se halla contenido en un gran recipiente. Ajustado
al recipiente hay un tubo de vidrio dentro del cual una bola metalica
encaja perfectamente como un pistén. Si se desplaza la bola ligeramente
hacia abajo y después se la suelta, oscilara con un periodo T'. Eligiendo
adecuadamente las dimensiones del recipiente y la masa de la bola, se
sabe que la relacion entre el periodo y el coeficiente es

k=T2
Como la medicién de T estd sujeta a error, supondremos que 7" = Ty + €, en donde el error € tiene
distribucién N(0,0?) con o conocido. Se asume que Ty y o son tales que la probabilidad de que T sea
negativo es despreciable.

1. (a) Indicar la distribucién de T y hallar la esperanza de k (en funcién de o).
(b) Determinar la funcién de distribucién y la funcién de densidad de k.

(c) El verdadero valor de  es kg = T¢, siendo T una variable que podemos medir (en segundos).

Sea entonces 17, ...,7T, una muestra aleatoria simple de T', y consideremos
2 n
(Tt AT s TR AT I
ffl—<n) = (Ty) Y’QQ—#—EX;T%
1=

i. Indicar si &1 y ko son estimadores de k. Justifique su respuesta.
ii. En caso afirmativo, calcular su sesgo.

2. Se realizaron las siguientes mediciones de T':

[ 0.847 ] 0.860 | 1.108 | 0.803 [ 0.806 [ 0.982 | 1.215 | 0.763 [ 1.074 [ 1.381 |

Sabiendo que o = 0.2s:

(a) Dar un valor estimado para Ty y para kq.
(b) Hallar un intervalo de confianza al nivel 95% para Tp.

(¢) i. Plantear un test de hipétesis al nivel & = 0.95 para decidir si es posible afirmar que
Ty = 1s. ;Cual es la decisién?
ii. Si se toma como hipétesis alternativa Hy : Ty = 1.15s, calcular 8 probabilidad de error
tipo II.



Ejercicio 2. Solucién

1.

(a)
(b)

()

T =Ty + ¢ con € ~ N(0,0%). Por lo tanto, T ~ N(Tp,0?).
E(k) = E(T?) =Var(T) + (E(T))? = 02 + (Tp)?

Fu(z) = Pk <o) =P((To+€)? <) =P(T +¢ < Vo)
= P(\fTo<€<\fTo)‘P(\/EUTO>@<\C%>

Derivando la funcién de distribucién se obtiene la densidad:

1 1 V/T-Toy\2 1 1 —VE-Tg\2
() = (Fe(x lzie_ﬁ( e . (—=—1)
N T DN

Si consideramos que la probabilidad de que T sea negativa es despreciable, se obtiene que

— T —Ti V- 2
Fi(z)=9 (\/500) - o (00> y la densidad es f,(z) = me*ﬁ(%) ,

e 202

i. Por la LGN sabemos que T',, N E(T) = Ty, por lo tanto usando que g(z) = 2% es una

., . N -2 P N .
funcién continua, resulta que k1 =T, — TO2 = Kg. Por lo tanto &1 es estimador de kg.

Por otro lado, la LGN implica que #p = + 37 T? 2 B(T?) = T2 + 02 = kg + 2. Por
=1

lo tanto k2 no es un estimador de kg.
ii.
sesgo(1) = E(i1) — ko = E((T)2) = Var(T,,) + (B(T,))2 — o =
1 o? o? o?
—Var(T E(T)? — ko= — + (Tp)> = — k=2
SVar(Th) + (B(T1))" — ko = — + (To)” = — + ko — Ko = —

Utilizando la LGN y la parte anterior resulta que To =T = 0.9839 es un estimador de Tp
y que Ko = (T10)? =2 0.9839? 22 0.9681 es un estimador de . Otra posibilidad es considerar
Ko =130 T? — 02 = 1.006 — 0.2 = 0.966.

T ~ N(Tp,0.22), por lo tanto buscamos un intervalo de confianza para la media de datos
gaussianos en varianza conocida, es decir

- Ra/20 = Ra /20
IC = TlO*W;TloJF n

Nivel de confianza 0.95, implica que Zoos = 1.96 de donde IC = [0.8599;1.1079].
i. Se plantea al test de hipdtesis:
HO : T() =1
H1 : TO 75 1
Para la muestra que se tiene, el valor T; pertenece al intervalo de confianza al 95% para

Ty calculado en la parte anterior. Por lo tanto para o = 0.05 no se rechaza Hy. Esto
equivale a plantear la siguiente region de rechazo

Za/QO'

NG

ii. Se plantea al test de hipdtesis:

Ra = {|Tn — ].| > } es decir Rog.o5 = {|T10 — 1| > 0124} .

H()ITQZI
H1T0:1157é1

y se pide calcular £ la probabilidad de error tipo II, es decir:

B = P(No rechazar Hy|H; es cierta) = P(—0.124 < T1g — 1 < 0.124|Ty = 1.15) =
= P(—0.274 < Ty — 1.15 < —0.026|Tp = 1.15) =
—0.274  Tio—1.15 —0.026 )
= P < < To=1.15) =
(0.2/\/10 0.2/4/10 0.2/\/10| ’
= $(4.33) — $(0.41) = 1 — 0.6591 = 0.3409




Ejercicio 3. [10 puntos]

Para saber si una moneda esta equilibrada se decide tirarla 30 veces y observar la ocurrencia de caras.
Al realizarse la experiencia se obtuvieron 11 caras. Sea p € (0,1) la probabilidad de que salga cara en
una tirada.

1. Se plantea un test de hipdtesis exacto para proporciones:

Hy:p=0.5
Hy:p<0.5

Usando la Figura 1 calcular a* el p-valor para dicho test. ;Cudl seria la decisién para o = 0.05 y
para a = 0.157

2. En la Figura 2 se grafica en funcién de py (para n = 30 y a = 0.1) la regién de rechazo para el
test de hipotesis

Ho:p=npo
Hy:p# po
Indicar la regién de rechazo para py = 0.45 ;Qué decisién tomarias en este caso?

3. Usando la Figura 2 determinar un intervalo de confianza al nivel 90% para p.

Ejercicio 3. Solucién

1. Del tedrico sabemos que el p-valor es “la probabilidad, bajo Hy, de observar un valor del estadistico
tanto o mas extremo que lo observado”. En este caso tenemos entonces que

Oé* = ]P)Ho (yn S f) = ]PHO (53()/30 S 11/30) = IEDH() (Sg() S ].1) .

Si suponemos Hj cierta, es decir que pg = 0.5, sabemos que S3g tiene distribucién binomial de
pardmetros n = 30 y pg = 0.5. De la figura deducimos entonces que o* = 0.1.

Para a = 0.05, como el p-valor > 0.05 = se acepta Hy y para a = 0.15, p-valor < 0.15 = se
rechaza Hy.

2. La regién de rechazo para este test a nivel a = 0.1 la podemos obtener de la figura cortando con
una linea vertical que pasa por pg = 0.45:

Region de rechazo (alpha=10%) para p0=0.45

1.0

b=0.6

0.4

11/30

Promedio de caras

a=0.3

0.2

0.0

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
p0

Vemos asi que Rg.1 = [0,9/30) U (18/30, 1] = [0,0.3) U (0.6, 1].

Para decidir entre Hy y H; debemos ver si el estadistico X, = 11/30 estd o no en la regién de
rechazo. Como p ¢ Rg.1 no se rechaza Hy.



3. Para obtener un intervalo de confianza al 90% a partir del test, debemos determinar
IdeC, = {po € [0,1] tal que no se rechaza Hy a nivel 1 — a}. Por lo tanto se obtiene de cortar la
figura 2 con la linea horizontal que pasa por X,, = 11/30:

IdC para p al nivel 90%

1.0

0.6

0.4

Promedio de caras

0.2
!

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Obtenemos asi IdC = [0.22;0.53].



