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Modelado

Segunda ley de Newton aplicada la barra móvil:

Mẍ = −bẋ − k (x − d) + F

donde F es la fuerza magnética.

Si la corriente I se mantiene impuesta mediante un agente externo,
se puede probar que F = (∇U)I , siendo U la enerǵıa almacenada
en el campo magnético.

En este caso,

F =

(
∂U

∂x

)
I

con

U =

∫
udV donde u =

1

2
~H · ~B.



Cálculo de la enerǵıa magnética

u =
1

2
~H · ~B ~H =

~B

µ
φ =

∫
S

~B · d~S = BS

u =
1

2
~H · ~B =

1

2

~B

µ
· ~B =

1

2

B2

µ
=

1

2

φ2

µS2

dU = udV = uSdl =
1

2

φ2

µS2
Sdl =

1

2
φ2

dl

µS
=

1

2
φ2dR

Integrando a lo largo del circuito
magnético:

U =
1

2
φ2R

R = Rhierro︸ ︷︷ ︸
0

+Rgap︸︷︷︸
g
µ0S

+Rvariable︸ ︷︷ ︸
L−x
µ0S

De la ley de Ampère: NI = Rφ

Entonces:

U =
N2I 2

2R

donde

R =
g + L− x

µ0S



Ecuación del movimiento y rep. en variables de estado

Ecuación del movimiento:

Mẍ = −bẋ−k (x − d)+F donde F =

(
∂U

∂x

)
I

=
µ0SN

2I 2

2 (g + L− x)2

Representación en variables de estado:
d
dt

[
x

ẋ

]
= f

([
x

ẋ

]
,
[
I
])

=

[
ẋ

− b
M ẋ − k

M (x − d) + µ0SN2I 2

2M(g+L−x)2

]
[
x
]

= g

([
x

ẋ

]
,
[
I
])

=
[
1 0

] [x
ẋ

]

Entrada:
[
I
]

Estado:
[
x ẋ

]ᵀ
Salida:

[
x
]



Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio surgen de las soluciones de:[
0
0

]
= f

([
x
ẋ

]
,
[
I
])

=

[
ẋ

− b
M ẋ − k

M (x − d) + µ0SN2I 2

2M(g+L−x)2

]

ẋ = 0

µ0SN
2I 2

2 (g + L− x)2︸ ︷︷ ︸
F (x ,I )

= k (x − d)︸ ︷︷ ︸
FR(x)

Dependiendo de I puede haber 0, 1 ó 2 puntos de equilibrio.



Los puntos de eq. (x0, I0) verifican: F (x0, I0) = FR (x0)

Además, a partir del estudio gráfico:
Dos puntos de eq.: x−0 y x+0
Verifican:

∂F

∂x

(
x−0 , I0

)
< k

∂F

∂x

(
x+0 , I0

)
> k

Un punto de eq.: x±0
Verifica:

∂F

∂x

(
x±0 , I0

)
= k

donde
∂F

∂x
(x , I ) =

µ0SN
2I 2

(g + L− x)3

En cualquier caso, para que un punto de equilibrio x0 tenga sentido
en el contexto del ejercicio, debe cumplirse:

x0 < L



Linealización


d
dt

[
x

ẋ

]
= f

([
x

ẋ

]
,
[
I
])

=

[
ẋ

− b
M ẋ − k

M (x − d) + µ0SN2I 2

2M(g+L−x)2

]
[
x
]

= g

([
x

ẋ

]
,
[
I
])

=
[
1 0

] [x
ẋ

]

Sean: [
x̃
˙̃x

]
:=

[
x
ẋ

]
−
[
x0
0

]
y

[
Ĩ
]

:=
[
I
]
−
[
I0
]


d
dt

[
x̃
˙̃x

]
=

[
0 1

− k
M +

µ0SN2I 20
M(g+L−x0)

3 − b
M

][
x̃
˙̃x

]
+

[
0

µ0SN2I0
M(g+L−x0)

2

] [
Ĩ
]

[
x̃
]

=
[
1 0

] [x̃
˙̃x

]



Función de transferencia

Aplicando transformada de Laplace (con cond. iniciales nulas):

s2x̃(s) =

(
− k

M
+

µ0SN
2I 20

M (g + L− x0)3

)
x̃(s)− b

M
sx̃(s)

+
µ0SN

2I0

M (g + L− x0)2
Ĩ (s)

Entonces:

x̃(s) =

µ0SN2I0
M(g+L−x0)

2

s2 + b
M s + 1

M

k − µ0SN
2I 20

(g + L− x0)3︸ ︷︷ ︸
∂F
∂x

(x0,I0)


Ĩ (s)

¿Para cuál punto de equilibrio pretendemos usar la linealización?


