
SyC - Hoja 5 - Ej. 1 (solamente parte a)
Valores propios de la matriz A

A =

 0 1 0
0 0 1
−6 −11 −6

 ,

sI− A =

s −1 0
0 s −1
6 11 s + 6


pA(s) := det (sI− A) = s3 +6s2 +11s +6 = (s + 1) (s + 2) (s + 3)

λ1 := −1 λ3 := −2 λ3 := −3
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SyC - Hoja 5 - Ej. 1
Vectores propios de la matriz A

(λ1I− A)

xy
z

 =

0
0
0

 ,
λ1 −1 0

0 λ1 −1
6 11 λ1 + 6

xy
z

 =

0
0
0




−x − y = 0

−y − z = 0

6x + 11y + 5z = 0


y = −x
z = −y = x

6x + 11(−x) + 5x = 0

v1 :=

 1
−1
1


De forma análoga, se obtienen:

v2 :=

 1
−2
4

 , v3 :=

 1
−3
9
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4
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Diagonalizaćıón

Sean

P :=
[
v1 v2 v3

]
=

 1 1 1
−1 −2 −3
1 4 9

 , D :=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3



Se tiene que:

AP =
[
λ1v1 λ2v2 λ3v3

]
=
[
v1 v2 v3

] λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 = PD

Entonces
AP = PD, A = PDP−1
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Cálculo de eAt por el método de diagonalización

eAt =
∞∑
k=0

Aktk

k!
=
∞∑
k=0

PDkP−1tk

k!
= P

∞∑
k=0

Dktk

k!
P−1 = PeDtP−1

eAt = PeDtP−1

eDt =

eλ1t 0 0
0 eλ2t 0
0 0 eλ3t

 =

e−t 0 0
0 e−2t 0
0 0 e−3t


P =

 1 1 1
−1 −2 −3
1 4 9

 , det (P) = −2, cof (P) =

−6 6 −2
−5 8 −3
−1 2 −1


P−1 =

adj (P)

det (P)
=

(cof (P))ᵀ

det (P)
=

 3 5
2

1
2

−3 −4 −1
1 3

2
1
2
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Cálculo de eAt por el método de diagonalización

eAt = PeDtP−1

=

 3e1(t)− 3e2(t) + e3(t)
5
2
e1(t)− 4e2(t) +

3
2
e3(t)

1
2
e1(t)− e2(t) +

1
2
e3(t)

−3e1(t) + 6e2(t)− 3e3(t) − 5
2
e1(t) + 8e2(t)− 9

2
e3(t) − 1

2
e1(t) + 2e2(t)− 3

2
e3(t)

3e1(t)− 12e2(t) + 9e3(t)
5
2
e1(t)− 16e2(t) +

27
2
e3(t)

1
2
e1(t)− 4e2(t) +

9
2
e3(t)


donde

e1(t) = eλ1t = e−t

e2(t) = eλ2t = e−2t

e3(t) = eλ3t = e−3t



SyC - Hoja 5 - Ej. 2 (solamente para la 1ra. matriz)



Polinomio caracteŕıstico de la matriz A

A ∈Mn×n, n = 3, A =

 3 0 −2
−1 2 2
−1 1 4

 , sI−A =

s − 3 0 2
1 s − 2 −2
1 −1 s − 4


pA(s) := det (sI− A) = (s − 3) (s − 2) (s − 4)− 2− 2 (s − 2)− 2 (s − 3)

= (s − 3) (s − 2) (s − 4)− 2 (1 + s − 2 + s − 3)

= (s − 3) (s − 2) (s − 4)− 2 (2s − 4)

= (s − 3) (s − 2) (s − 4)− 4 (s − 2)

= (s − 2) [(s − 3) (s − 4)− 4]

= (s − 2)
(
s2 − 7s + 8

)
= (s − λ1) (s − λ2) (s − λ3)

λ1 := 2 λ2 :=
7 +
√

17

2
≈ 5, 5616 λ3 :=

7−
√

17

2
≈ 1, 4384

gr [pA] = n = 3



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion

eAt = Rt (A) = α0(t) + α1(t)A + · · ·+ αn−1(t)An−1

eλt = Rt (λ) = α0(t) + α1(t)λ+ · · ·+ αn−1(t)λn−1


eλ1t = α0(t) + λ1α1(t) + λ21α2(t)

eλ2t = α0(t) + λ2α1(t) + λ22α2(t)

eλ3t = α0(t) + λ3α1(t) + λ23α2(t)

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones:
α0(t) ≈ −4eλ1t + 0, 1959eλ2t + 4, 8041eλ3t

α1(t) ≈ 3, 5eλ1t − 0, 2342eλ2t − 3, 2658eλ3t

α2(t) ≈ −0, 5eλ1t + 0, 0681eλ2t + 0, 4319eλ3t

eAt = α0I + α1(t)A + α2(t)A2



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion

eAt = Rt (A) = α0(t) + α1(t)A + · · ·+ αn−1(t)An−1

eλt = Rt (λ) = α0(t) + α1(t)λ+ · · ·+ αn−1(t)λn−1


eλ1t = α0(t) + λ1α1(t) + λ21α2(t)

eλ2t = α0(t) + λ2α1(t) + λ22α2(t)

eλ3t = α0(t) + λ3α1(t) + λ23α2(t)

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones:
α0(t) ≈ −4eλ1t + 0, 1959eλ2t + 4, 8041eλ3t

α1(t) ≈ 3, 5eλ1t − 0, 2342eλ2t − 3, 2658eλ3t

α2(t) ≈ −0, 5eλ1t + 0, 0681eλ2t + 0, 4319eλ3t

eAt = α0I + α1(t)A + α2(t)A2



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion

eAt = Rt (A) = α0(t) + α1(t)A + · · ·+ αn−1(t)An−1

eλt = Rt (λ) = α0(t) + α1(t)λ+ · · ·+ αn−1(t)λn−1


eλ1t = α0(t) + λ1α1(t) + λ21α2(t)

eλ2t = α0(t) + λ2α1(t) + λ22α2(t)

eλ3t = α0(t) + λ3α1(t) + λ23α2(t)

Resolviendo el anterior sistema de ecuaciones:
α0(t) ≈ −4eλ1t + 0, 1959eλ2t + 4, 8041eλ3t

α1(t) ≈ 3, 5eλ1t − 0, 2342eλ2t − 3, 2658eλ3t

α2(t) ≈ −0, 5eλ1t + 0, 0681eλ2t + 0, 4319eλ3t

eAt = α0I + α1(t)A + α2(t)A2



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion

e
At ≈  e1(t) + 0,2425e2(t) − 0,2426e3(t) e1(t) − 0,1362e2(t) − 0,8638e3(t) −0,4851e2(t) + 0,485e3(t)

−0,2425e2(t) + 0,2425e3(t) 0,1362e2(t) + 0,8638e3(t) 0,4851e2(t) − 0,485e3(t)
0,5e1(t) − 0,3106e2(t) − 0,1894e3(t) 0,5e1(t) + 0,1744e2(t) − 0,6744e3(t) 0,6213e2(t) + 0,3788e3(t)


donde

e1(t) = e
λ1t

e2(t) = e
λ2t

e3(t) = e
λ3t



Cálculo de eAt por Laplace

eAt = L−1
{

(sI− A)−1
}

(sI− A)−1 =
adj (sI− A)

det (sI− A)
=

(cof (sI− A))ᵀ

det (sI− A)

sI− A =

s − 3 0 2
1 s − 2 −2
1 −1 s − 4



cof (sI− A) =

s2 − 6s + 6 −s + 2 −s + 1
−2 s2 − 7s + 10 s − 3

−2s + 4 2s − 4 s2 − 5s + 6


det (sI− A) = (s − λ1) (s − λ2) (s − λ3)
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Cálculo de eAt por Laplace (otra forma de invertir sI− A )

eAt = L−1
{

(sI− A)−1
}

(sI− A)−1 =
B(s)

d(s)
,

B(s) = sn−1B0 + sn−2B1 + . . .+ sBn−2 + Bn−1
d(s) = det (sI− A) = sn + d1s

n−1 + · · ·+ dn

B0 = I

B1 = B0A + d1I

B2 = B1A + d2I
...

Bn−1 = Bn−2A + dn−1I

0 = Bn−1A + dnI

B(s) = s2B0 + sB1 + B2 = s2I + s (A + d1I) +
(
A2 + d1A + d2I

)
d(s) = det (sI− A) = (s − λ1) (s − λ2) (s − λ3)

= s3− (λ1 + λ2 + λ3)︸ ︷︷ ︸
d1

s2 + (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)︸ ︷︷ ︸
d2

s −λ1λ2λ3︸ ︷︷ ︸
d3
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Cálculo de eAt por Laplace

Queda pendiente antitransformar

(cof (sI− A))ᵀ

d(s)
=

B(s)

d(s)
=

s2 − 6s + 6 −2 −2s + 4
−s + 2 s2 − 7s + 10 2s − 4
−s + 1 s − 3 s2 − 5s + 6


(s − λ1) (s − λ2) (s − λ3)

para obtener eAt y verificar que coincide con el resultado
anteriormente obtenido mediante Cayley-Hamilton.



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion (repaso de teórico)

Para cualquier M ∈Mn×n:

eMt =
+∞∑
k=0

tk

k!
Mk

eMt =
+∞∑
k=0

tk

k!
Mk = Ft (M) pA (M)+Rt (M) donde gr [Rt ] = n−1

Para M = A:

eAt =
+∞∑
k=0

tk

k!
Ak = Ft (A) pA (A)︸ ︷︷ ︸

0∈Mn×n

+Rt (A) donde gr [Rt ] = n − 1

eAt = Rt (A) = α0(t) + α1(t)A + · · ·+ αn−1(t)An−1

¿Cómo hallamos los α0(t), · · · , αn−1(t)?
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Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion (repaso de teórico)

Para cualquier s ∈ C:

est =
+∞∑
k=0

tk

k!
sk

est =
+∞∑
k=0

tk

k!
sk = Ft (s) pA (s) + Rt (s) donde gr [Rt ] = n − 1

Si λ es un valor propio de A, para s = λ:

eλt =
+∞∑
k=0

tk

k!
λk = Ft (λ) pA (λ)︸ ︷︷ ︸

0∈C

+Rt (λ) donde gr [Rt ] = n − 1

eλt = Rt (λ) = α0(t) + α1(t)λ+ · · ·+ αn−1(t)λn−1

Si existen n valores propios distintos, existen n ecuaciones como la
última, de donde se pueden calcular los α0(t), · · · , αn−1(t).
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última, de donde se pueden calcular los α0(t), · · · , αn−1(t).



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion (repaso de teórico)
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última, de donde se pueden calcular los α0(t), · · · , αn−1(t).



Cálculo de eAt por Cayley-Hamiltion (repaso de teórico)
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