
SyC - Hoja 3 - Ej. 1,a



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,a
Modelado

Balance volumétrico en cada tanque:

A1ḣ1 = u − q1

A2ḣ2 = q1 − q2

Presiones hidrostaticas manométricas en la base de cada tanque:

p1 = ρgh1

p2 = ρgh2

Flujo a través de cada resistencia hidráulica:

q1 =
(patm + p1) − (patm + p2)

R1
=

p1 − p2
R1

q2 =
(patm + p2) − patm

R2
=

p2
R2



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,a
Sistema de ecuaciones diferenciales que describe la evolución del sistema

Derivando las expresiones para p1 y p2 y sustituyendo ḣ1 y ḣ2:ṗ1 = ρgḣ1 = ρg u−q1
A1

= u−q1
C1

=
u− p1−p2

R1
C1

ṗ2 = ρgḣ2 = ρg q1−q2
A2

= q1−q2
C2

=
p1−p2
R1

− p2
R2

C2

donde Ci = Ai
ρg , para i = 1, 2.{

ṗ1 = − 1
R1C1

p1 + 1
R1C1

p2 + 1
C1
u, p1(0) = p1,0

ṗ2 = 1
R1C2

p1 −
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)
p2, p2(0) = p2,0{

q1 = p1−p2
R1

q2 = p2
R2



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,b
Condiciones iniciales



i)

ii)



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,c,i
Representación en variables de estado

{
ṗ1 = − 1

R1C1
p1 + 1

R1C1
p2 + 1

C1
u

ṗ2 = 1
R1C2

p1 −
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)
p2{

q2 = p2
R2

A =

[
− 1

R1C1

1
R1C1

1
R1C2

−
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)] B =

[ 1
C1

0

]
C =

[
0 1

R2

]
D =

[
0
]



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,b,ii
Condiciones iniciales como entradas

Sean z1 = p1 − p1(0) y z2 = p2 − p2(0):

{
ṗ1 = ż1 = − 1

R1C1
(z1 + p1(0)) + 1

R1C1
(z2 + p2(0)) + 1

C1
u

ṗ2 = ż2 = 1
R1C2

(z1 + p1(0)) −
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)
(z2 + p2(0)){

q2 = (z2+p2(0))
R2



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,b,ii
Condiciones iniciales como entradas



d
dt

[
z1

z2

]
= A

[
z1

z2

]
+ B̂

 u

p1(0)

p2(0)

 , [
z1(0)

z2(0)

]
=

[
0

0

]

y = q2 = Ĉ

[
z1

z2

]
+ D̂

 u

p1(0)

p2(0)


A =

[
− 1

R1C1

1
R1C1

1
R1C2

−
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)] B̂ =

[
1
C1

− 1
R1C1

1
R1C1

0 1
R1C2

−
(

1
R1C2

+ 1
R2C2

)]
C =

[
0 1

R2

]
D̂ =

[
0 0 1

R2

]
Esta es una representación en variables de estado del sistema de
entrada

[
u p1(0) p2(0)

]ᵀ
, y salida q2.



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,c,ii
Analoǵıa eléctrica



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,c,ii
Analoǵıa eléctrica

C1ṗ1 = u − q1

C2ṗ2 = q1 − q2

q1 = p1−p2
R1

q2 = p2
R2

Aplicando transformada de Laplace ...


C1 (sP1(s) − p1(0)) = U(s) − Q1(s)

C2 (sP2(s) − p2(0)) = Q1(s) − Q2(s)

Q1(s) = P1(s)−P2(s)
R1

Q2(s) = P2(s)
R2

Explicitando impedancias ...



(
P1(s)−

p1(0)
s

)
1

C1s

= U(s) − Q1(s)(
P2(s)−

p2(0)
s

)
1

C2s

= Q1(s) − Q2(s)

Q1(s) = P1(s)−P2(s)
R1

Q2(s) = P2(s)
R2

¡Como en teoŕıa de circuitos!



SyC - Hoja 3 - Ej. 1,c,ii
Analoǵıa eléctrica (con condiciones iniciales)



SyC - Hoja 3 - Ej. 2

d

dt
(V1c1T1) = V1c1Ṫ1 = q1c1T1i − q1c1T1 + k (T2 − T1)

d

dt
(V2c2T2) = V2c2Ṫ2 = q2c2T2i − q2c2T2 − k (T2 − T1)



SyC - Hoja 3 - Ej. 2

Ṫ1 = −
(

q1
V1

+ k
V1c1

)
T1 + k

V1c1
T2 + q1

V1
T1i

Ṫ2 = k
V2c2

T1 −
(

q2
V2

+ k
V2c2

)
T2 + q2

V2
T2i

¿Cuáles son las entradas y las salidas del sistema?
¿Es un sistema lineal?


