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Repitamos el proceso para el carro de masa 𝑀2

𝐹𝐸 = 𝑘 (𝑥1−𝑥2) − (𝑙0
1 − 𝑙0

2) Tiene sentido este resultado?

Pensemos un poco

▪ Las únicas dos fuerzas que actúan en los extremos del resorte son las propias fuerzas 
elásticas (principio de acción y reacción)

▪ El resorte tiene masa nula

▪ 𝑚𝑟𝑒𝑠. ሷ𝑥𝑟𝑒𝑠 = 0 = 𝐹𝐸1 − 𝐹𝐸2 → 𝐹𝐸1 = 𝐹𝐸2

▪ Este resultado es válido para los demás resortes y el amortiguador
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▪ El problema está en poder ordenar la información en un conjunto de ecuaciones

▪ ¿Qué término “suma”? ¿Cuál “resta”?
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▪ Hallar el módulo de cada uno de los vectores es (más o menos) sencillo

▪ El problema está en poder ordenar la información en un conjunto de ecuaciones

▪ ¿Qué término “suma”? ¿Cuál “resta”?

▪ ¿Qué es sumar?

▪ Estrategia de resolución
▪ Establecer una convención de signos clara

▪ Introducir pequeños apartamientos
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2ª Ley de Newton) 𝑀1 ሷ𝑥1 = − 𝑘1 𝑥1 − 𝑙0
1 − 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘 (𝑥1−𝑥2) − (𝑙0

1 − 𝑙0
2)
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2
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2
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൞
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Las ecuaciones que obtuvimos no tienen la forma deseada
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൞
𝑀1 ሷ𝑥1 = − 𝑘1 𝑥1 − 𝑙0
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2 + Fext

Las ecuaciones que obtuvimos no tienen la forma deseada

Cambio de variable
𝑥1
′ = 𝑥1 − 𝑙0

1

𝑥2
′ = 𝑥2 − 𝑙0

2
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ቊ

𝑀1 ሷ𝑥1 = − 𝑘1𝑥1 − 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

𝑀1 ሷ𝑥2 = 𝑘(𝑥1−𝑥2) − 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘2𝑥2 + Fext

(Se omiten los tildes por claridad)



Hoja 2. Ejercicio 6.a
▪ ¿Es necesario este cambio de variable “caprichoso”?
▪ No, lo podemos resolver pensando

▪ El problema surge de una asunción equivocada: En el estado de reposo, los resortes no 
necesariamente ejercen fuerza nula
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▪ ¿Es necesario este cambio de variable “caprichoso”?
▪ No, lo podemos resolver pensando

▪ El problema surge de una asunción equivocada: En el estado de reposo, los resortes no 
necesariamente ejercen fuerza nula

▪ Reposo: ሷ𝑥1 = ሷ𝑥2 = 0, ሶ𝑥1 = ሶ𝑥2 = 0
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Sustituyendo, ൝
𝑘1𝑙0

1 = 𝑘 𝑙0
1 − 𝑙0

2

𝑘(𝑙0
1 − 𝑙0

2) = 𝑘2𝑙0
2
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ቊ

𝑀1 ሷ𝑥1 = − 𝑘1𝑥1 − 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

𝑀2 ሷ𝑥2 = 𝑘(𝑥1−𝑥2) + 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘2𝑥2 + Fext

Llevemos esta expresión a la forma ቊ
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+ 𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0
0
0
1
0
0
1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2

Estos son más o menos obvios
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0

−
𝑘1

𝑀1
−

𝑘

𝑀1

0
0
1
0
0
1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0

−
𝑘1

𝑀1
−

𝑘

𝑀1

0
0
𝑘

𝑀1

1
0

0
1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2
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ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0

−
𝑘1

𝑀1
−

𝑘

𝑀1

0
0
𝑘

𝑀1

1
0

−
𝑏

𝑀1

0
1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2



Hoja 2. Ejercicio 6.a
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0

−
𝑘1

𝑀1
−

𝑘

𝑀1

0
0
𝑘

𝑀1

1
0

−
𝑏

𝑀1

0
1
𝑏

𝑀1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0
0

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2



Hoja 2. Ejercicio 6.a
ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, con 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ሶ𝑥1, ሶ𝑥2], 𝑢 = 𝑓(𝑡)

ሶ𝑥1
ሶ𝑥2
ሷ𝑥1
ሷ𝑥2

=

0
0

−
𝑘1

𝑀1
−

𝑘

𝑀1

𝑘

𝑀2

0
0
𝑘

𝑀1

−
𝑘

𝑀2
−

𝑘2

𝑀2

1
0

−
𝑏

𝑀1

𝑏

𝑀2

0
1
𝑏

𝑀1

−
𝑏

𝑀2

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0
0
1

𝑀2

𝑓(𝑡)

ሷ𝑥1 = −
𝑘1
𝑀1

𝑥1 −
𝑏

𝑀1
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘

𝑀1
(𝑥1 − 𝑥2)

ሷ𝑥2 =
𝑘

𝑀2
(𝑥1−𝑥2) +

𝑏

𝑀2
ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 −

𝑘2
𝑀2

𝑥2 +
Fext
𝑀2



Hoja 2. Ejercicio 6.a
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

Por letra, sabemos que 𝑦 = 𝑥

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

=

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

𝑥1
𝑥2
ሶ𝑥1
ሶ𝑥2

+

0
0
0
0

𝑓(𝑡)



Hoja 2. Ejercicio 6.b



Hoja 2. Ejercicio 6.b
▪ Dos formas de calcular 𝐻 𝑠
▪ 𝐻 𝑠 = C 𝑠𝐼 − 𝐴 −1𝐵

▪ Aplicando propiedades de Laplace → Vamos a usar esta

▪ ¿Qué debemos hallar?

▪ 𝐻 𝑠 =

𝑋1 𝑠

𝐹(𝑠)

𝑋2 𝑠

𝐹(𝑠)

ሶ𝑋1 𝑠

𝐹(𝑠)

ሶ𝑋2 𝑠

𝐹(𝑠)

=

𝑋1 𝑠

𝐹(𝑠)

𝑋2 𝑠

𝐹(𝑠)

𝑋1 𝑠 .𝑠

𝐹(𝑠)

𝑋2 𝑠 .𝑠

𝐹(𝑠)



Hoja 2. Ejercicio 6.b
ቊ

𝑀1 ሷ𝑥1 = − 𝑘1𝑥1 − 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘(𝑥1 − 𝑥2)

𝑀2 ሷ𝑥2 = 𝑘(𝑥1−𝑥2) + 𝑏 ሶ𝑥1 − ሶ𝑥2 − 𝑘2𝑥2 + Fext

Transformo

ℒ 𝑥 𝑡 = 𝑋 𝑠

ℒ ሶ𝑥 𝑡 = 𝑠. 𝑋 𝑠 − 𝑥 0

ℒ ሷ𝑥 𝑡 = 𝑠. ሶ𝑋 𝑠 − ሶ𝑥 0 = 𝑠. 𝑠. 𝑋 𝑠 − 𝑥 0 − ሶ𝑥 0

Considerando que la función de transferencia se define para cond. Iniciales nulas, sustituyo



Hoja 2. Ejercicio 6.b

൝
𝑀1𝑋1𝑠

2 = − 𝑘1𝑋1 − 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘 𝑋1 − 𝑋2
𝑀2𝑋2𝑠

2 = 𝑘 𝑋1 − 𝑋2 + 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘2𝑋2 + Fext

𝑋1 𝑀1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘1 + 𝑘 = 𝑏𝑠 + 𝑘 𝑋2

𝑋1 =
𝑏𝑠+𝑘

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

𝑋2

𝑀2𝑋2𝑠
2 = 𝑘 𝑋1 − 𝑋2 + 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘2𝑋2 + Fext

𝑋2 𝑀2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 + 𝑘2 = 𝑋1 𝑏𝑠 + 𝑘 +Fext



Hoja 2. Ejercicio 6.b

൝
𝑀1𝑋1𝑠

2 = − 𝑘1𝑋1 − 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘 𝑋1 − 𝑋2
𝑀2𝑋2𝑠

2 = 𝑘 𝑋1 − 𝑋2 + 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘2𝑋2 + Fext

𝑋1 𝑀1𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘1 + 𝑘 = 𝑏𝑠 + 𝑘 𝑋2

𝑋1 =
𝑏𝑠+𝑘

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

𝑋2

𝑀2𝑋2𝑠
2 = 𝑘 𝑋1 − 𝑋2 + 𝑏𝑠 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑘2𝑋2 + Fext

𝑋2 𝑀2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 + 𝑘2 = 𝑋1 𝑏𝑠 + 𝑘 +Fext

𝑋2 𝑀2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 + 𝑘2 =

𝑏𝑠+𝑘 2𝑋2

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

+ Fext



Hoja 2. Ejercicio 6.b
𝑋2 𝑀2𝑠

2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 + 𝑘2 =
𝑏𝑠+𝑘 2𝑋2

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

+ Fext

𝑋2 𝑀2𝑠
2 + 𝑏𝑠 + 𝑘 + 𝑘2 −

𝑏𝑠+𝑘 2

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

= Fext

𝑋2

Fext
=

1

𝑀2𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘+𝑘2 −

𝑏𝑠+𝑘 2

𝑀1𝑠
2+𝑏𝑠+𝑘1+𝑘

Sustituyendo hacia atrás obtenemos 
𝑋1

𝐹𝑒𝑥𝑡
y sus derivadas


