Sistemas y Control

CLASE DE PRACTICO. HOJA 2, CLASE 2




Hoja 2. Ejercicio 6.a

6) Dado el mecanismo de la figura 6. con dos carritos,
tres resortes y un amortiguador de piston. se considera
su movimiento alrededor de la posicion de reposo con el x x2
carro de masa M, sometido a una fuerza variable f(t).

k
k1 A ™ k2
. . BV AV A L™
a) Modele el mecanismo con un sistema de la forma: ';—h
l:x } I:x } fx /l l:rx )

x=Ax+Bu
vy=Cx+Du

figura 6

donde u = f(t), x:[xl X, X .i'zlf, y=x
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Hoja 2. Ejercicio 6.a

Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,

M

1
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Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,
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Hoja 2. Ejercicio 6.a

Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,

|m| = k,(x; — I3), donde [§ es la posicion de M, en la posicién de equilibrio

M

1

El




Hoja 2. Ejercicio 6.a

Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,

Fg1] = kq(xq — 13)

El




Hoja 2. Ejercicio 6.a

Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,
|FE1| = kq1(x; — l%)
IFy| = b, — 17) M

El




Hoja 2. Ejercicio 6.a

Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,
|FE1| = kq1(x; — l%)
IFy| = b, — 17) M

E1
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Comencemos por representar el diagrama de cuerpo libre del carro M,

F—E1>| = k1 (%1 — l%)
Byl = b, — 42) M,
el =k(ca—)-G-1) F
E1 =>
< >




Hoja 2. Ejercicio 6.a

Repitamos el proceso para el carro de masa M,

M
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E1 E2
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Hoja 2. Ejercicio 6.a

Repitamos el proceso para el carro de masa M,

] =k (Ce—x) — (15 — 13))

M

2

E1 E2

< >
< >
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Hoja 2. Ejercicio 6.a

Repitamos el proceso para el carro de masa M,

Fg| = k ((xl—xz) — (15 - l%)) ﬁ Tiene sentido este resultado?
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Repitamos el proceso para el carro de masa M,

Fg| = k ((xl—xz) — (15 - l%)) ﬁ Tiene sentido este resultado?

Pensemos un poco

= Las unicas dos fuerzas que actuan en los extremos del resorte son las propias fuerzas
elasticas (principio de accidn y reaccion)

= E| resorte tiene masa nula
Myes. Xpes = 0 = Fgq — Fgp = Fgq = Fpy

= Este resultado es valido para los demas resortes y el amortiguador



Hoja 2. Ejercicio 6.a

Repitamos el proceso para el carro de masa M,

] =k (Ce—x) — (15 — 13))
|Fv>| = b(5C1 - 552) M2

E1 E2

< >
< >

ext
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Repitamos el proceso para el carro de masa M,

Fe| = k(o —x;) — (13 — 13))

Fv>| = b(x; — x3) Mz

F—E'2)| =k (x2 — 1§) FE1 FE2
< >
< >

ext
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Fga| = ky Gy — 13) Fg| = k ((a—x2) — (@ - 13))
Fy| = b(i, — %3) F| = b(i; — %,)
Fg| = k ((u—x;) — (1§ — 13)) Faa| = ky(xy — 13)

@{I = Foxt

E1

A A
\AJ

v ext




Hoja 2. Ejercicio 6.a

= Hallar el médulo de cada uno de los vectores es (mas o menos) sencillo

= El problema esta en poder ordenar la informacion en un conjunto de ecuaciones

Ill

resta”?

= iQué término “suma”? éCua
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= Hallar el médulo de cada uno de los vectores es (mas o menos) sencillo

= El problema esta en poder ordenar la informacion en un conjunto de ecuaciones

Ill

= iQué término “suma”? éCual “resta”?

= iQué essumar?




Hoja 2. Ejercicio 6.a

= Hallar el médulo de cada uno de los vectores es (mas o menos) sencillo

= El problema esta en poder ordenar la informacion en un conjunto de ecuaciones

Ill

= iQué término “suma”? éCual “resta”?
= iQué es sumar?

= Estrategia de resolucion
= Establecer una convencion de signos clara

= Introducir pequefios apartamientos



Hoja 2. Ejercicio 6.a

El ejercicio propone una convencion de signos
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El ejercicio propone una convencion de signos
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Hoja 2. Ejercicio 6.a

Introduzcamos un pequefio apartamiento de la posicion de equilibrio en el carro de masa M,

;_‘X

iy Oy i




Hoja 2. Ejercicio 6.a

% = 0%,% = 0%
5(.'2 — O,XZ — O,xz — l(Z)

;_‘X

iy Oy i
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% = 0%,% = 0%

00
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% = 0%, % = 0*
5&2 — 0,9&2 — O,xz - l(Z)

m| = k1(x1 - l(%)
Fy| = b(x; — 1)

Fe| =k ((a—x;) — (1§ — 13))

00

22 Ley de Newton) M;X; =
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% = 0%, % = 0*
5&2 — 0,9&2 — O,xz - l(Z)

m| = k1(x1 - l(%)
Fy| = b(x; — 1)

Fe| =k ((a—x;) — (1§ — 13))

00

22 Ley de Newton) M %, = — k;(x; — l%)
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% = 0%, % = 0*
5&2 — 0,9&2 — O,xz — l(Z)

m| = k1(x1 - l(%)
Fy| = b(x; — 1)

Fe| =k ((a—x;) — (1§ — 13))

%

00

28 Ley de NeWton) Mljél = — kl(xl — l(l)) — b(x1 — xz) —k ((xl_xz) — (l(l) — l(z)))
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Introduzcamos un pequefio apartamiento de la posicion de equilibrio en el carro de masa M,

;_‘X

iy Oy i
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%, = 0%, %, = 0*
56.'1 - 0,.72,'1 — O,x1 - l(Z)

<«
&—
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% = 0%,%, = 0%
56.'1 - 0,5('1 — O,x1 - l(z)

Fe| =k ((u—x;) — @3 — 13))
Fy| = b(k; — %)

F—E2>| =k, (x; — l%)

Fext| = Fext < ) :U

22 Ley de Newton) M, X, =

T 1
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% = 0%,%, = 0%
56.'1 — 0,5('1 — O,x1 — l(z)

Fg| = k ((u—x2) — (1§ — 13))

Fy| = b(it; — %)

F—E2>| = ky(x, — l%) <
&—

Fext| = Fext < ) :U

22 Ley de Newton) M,%, = k ((xl—xz) — (1§ - l%)) + b(%y — %3)




Hoja 2. Ejercicio 6.a

% = 0%,%, = 0%
56.'1 — 0,5('1 — O,x1 — l(z)

Fg| = k ((u—x2) — (1§ — 13))

Fy| = b(it; — %)

F—E2>| = ky(x, — l%) <
&—

Fext| = Fext < ) :U

28 Ley de NeWton) sz(:'z =k ((xl_xz) - (l% - l%)) + b(x1 — xz) — kz(xz — l(z))




Hoja 2. Ejercicio 6.a

% = 0%,%, = 0%
56.'1 — 0,5('1 — O,x1 — l(z)

Fg| = k ((u—x2) — (1§ — 13))

Fy| = b(it; — %)

F—E2>| = ky(x, — l%) <
&—

O—C

28 Ley de NeWton) sz(:'z =k ((xl_xz) - (l% - l%)) + b(x1 — xz) — kz(xz — l(z)) + Fext

s
Fext| = Fext
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(

Mi%; = — ki (x; — lé) —b(x; — %) — k ((x1—x2) - (l(% - lg))
Mi, =k ((x1—x2) - (l(l) - lg)) + b(Xy — x3) — ky(x; — 1(2)) + Fext

\
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(

MyX%y = —ky(xg = 1§) —b(xy — %) — k ((x1_x2) — (I — l(%))

{
Mi, =k ((x1—x2) - (l(l) - lg)) + b(Xy — x3) — ky(x; — 1(2)) + Fext

\

Las ecuaciones que obtuvimos no tienen la forma deseada
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(

Mi%; = — ki (x; — lé) —b(x; — %) — k ((x1_x2) - (l% - l(%))
Mi, =k ((x1—x2) - (l(l) - l(%)) + b(Xy — x3) — ky(x; — 1(2)) + Fext

\

Las ecuaciones que obtuvimos no tienen la forma deseada

Cambio de variable
xy=x, — I}

r_ 2
x2 —_ xz - lO

; X
\/
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{ My%y = — kyxy — b(% — %2) — k(xq — x3)
MiXy = k(x;—x3) — b(%y — X3) — kpxy + Feyt

(Se omiten los tildes por claridad)




Hoja 2. Ejercicio 6.a

= (Es necesario este cambio de variable “caprichoso”?
= No, lo podemos resolver pensando

= El problema surge de una asuncién equivocada: En el estado de reposo, los resortes no
necesariamente ejercen fuerza nula




Hoja 2. Ejercicio 6.a

= (Es necesario este cambio de variable “caprichoso”?
= No, lo podemos resolver pensando

= El problema surge de una asuncién equivocada: En el estado de reposo, los resortes no
necesariamente ejercen fuerza nula

"= Reposo:X¥; =X, =0,x; =x, =0
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kilo = k(g —15)
k(I — 15) = kalg

Sustituyendo,
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{ My%y = — kyxy — b(% — %2) — k(x1 — x3)
Myk, = k(x1—x3) + b(x; — %) — kaxy + Fexe

x = Ax + Bu
y=Cx+ Du

Llevemos esta expresion a la forma {
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X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)




Hoja 2. Ejercicio 6.a

X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)

_x:l_ _ 1%
'X:Z . X2
% = 21+l (o
X9 'X:Z

(. kq b

< x1=—Ex1—ﬁl(x1—xz)—ﬁl(x1—xz)
. : . k, Fext
Xy = E(M—xz) + E(M — X3) — szz + M,
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X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)
X1] [0010][*1] [O

2| (000 11Xzl } 05

Estos son mas o menos obvios

(. kq b . .

< X1 = —E X1 —E(M — X3) _E(xl — X3)
. k b . . k;, Fext
X2 :E(M—xz) +E(x1 — X3) —M_zxz I‘Z
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X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)

%] [ 9 o10]pa] [0]
f_| .~ 001]*2|_|0
=k R |+ Lf ()]
1 My My ]

[ X9 ] | | ??_

(. kq b . .

< x1=—Ex1—ﬁl(x1—xz)—ﬁl(x1—x2)
. : . k;, Fext
Xy = E(M—xz) +E(x1 — X3) —M_zxz + I‘Z
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X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)

eI 8 8 1 olrxi] [0

- X

o R | e P R 7T
1 My My M 1

[ X9 ] ‘\_ X |

. kq b . .
< x1=—Ex1—ﬁl(x1—xz)—ﬁl(x1—x2)
. : . k;, Fext
Xy = E(M—xz) +E(x1 — X3) —M_zxz + I‘Z
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X =Ax + Bu,conx =[x, Xy, X1, %, u=f

[0

x1 -

0

0

1

0 0 0 0
ki k kb 1
My My M,

Ml\

0

f

(t)

Lf ()]

kq

X, = __M1 X1~ _M1 X1 — %) — _M1 (1 — x2)
. ) ) k-, Fext
= — — + — — ——Xx, +
X2 M, (x1—x3) M, (x1 xz) M, X2 M,
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X = Ax + Bu,conx = [xq,%, X1, X2, u=f
[0
0
0

x1 —

0 0O 1 07

0 O 0 1
ki _k k b b
M, M; M

M1~

f

(t)

Lf ()]

kq

X1 = AR A X1 — X3) M (x1 — x2)
. . . k2 Fext
= — (—2) +— (g — %) ——=x, +
X2 M, (X1—%2) M, (%1 — %2) M, X2 M,
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X = Ax + Bu, con x = [xq, X5, X1, %], u = f(t)

L 0 0 1 0 .-
X1 0 0 0 1 1
Xy| ki k k b b [[X2
xl Ml Ml M1 Ml Ml xl

§|HO o CDI

LF(®)]
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y=Cx+ Du

Por letra, sabemos que y = x
(X1] [1000][*1] [O]
X21 0100} X2 0
%[ = [oo1o||x|T|o| V!
X2] 000 1]1%2] o]
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b) Deduzca la matriz de transferencia H(s) para condiciones iniciales nulas.




Hoja 2. Ejercicio 6.b

= Dos formas de calcular H(s)
= H(s)=C(sI—A)™'B
= Aplicando propiedades de Laplace = Vamos a usar esta

" ¢Qué debemos hallar?
X1(s)

X1 () T
F(s) F(s)
X5 (s) X2(s)
F(s) F(s)

= H(s) = X1(s) - X1(s).s
F(s) F(s)

X, (s) X5(s).s

| F(S) | F(s) |
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(

< M3 = — kyxy — b(% — %2) — k(xq — x2)
\My%; = k(x;—x3) + b(X; — X3) — kaxy + Feyy

Transformo

L(x(t)) = X(s)

L(J'c(t)) = s5.X(s) — x(0)

L(x(t)) = s5.X(s) — x(0) = 5.[5.X(s) — x(0)] — %(0)

Considerando que la funcion de transferencia se define para cond. Iniciales nulas, sustituyo
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MiX,s* = — kg Xy — bs(X; — Xp) — k(X; — X;)
M,X,s% = k(X{ — X,) + bs(X; — X;) — ky X, + Feyt

X{(M;s* + bs + k; + k) = (bs + k)X, M;X,s% = k(X; — X5) + bs(X; — X5) — kX, + Fext
X, = (bstk) X,(Mys? + bs + k +ky) = X{(bs + k) +F oyt

T (Mys2+bs+kq+k) 2
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MiX,s* = — kg Xy — bs(X; — Xp) — k(X; — X;)
M,X,s% = k(X{ — X,) + bs(X; — X;) — ky X, + Feyt

X{(M;s* + bs + k; + k) = (bs + k)X, M;X,s% = k(X; — X5) + bs(X; — X5) — kX, + Fext
X, = — 25ty X,(Mys? + bs + k + k) = X;(bs + k) +Feyq
(My5%+bs+kq+k) \ 2
2 . (bS+k) X5
X,(Mys*+bs+k+ky) = OTos2bs 110 + Fext
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2 _ (bs+K)*X,
Xo(Mys® +bs+k +ky) = Ors2rbsirro T Fext
2 B (bs+k)* _
Xa |(Mas? + bs + k + k) = e 0| = Foy
X, _ 1
Foxt (bs+k)?2
ext [(MZSZ+bs+k+k2)_(M152+bs+k1+k)

: : , X
Sustituyendo hacia atrds obtenemos —

y sus derivadas

ext



