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Resumen

En el presente trabajo, hacemos un estudio sobre la Ecuacion del Calor. Se trata
de una de las tres Ecuaciones en Derivadas Parciales clasicas de la Fisica Matematica
que empezd a ser desarrollada por Joseph Fourier en 1822. Su importancia se debe,
en primer lugar, a que modeliza fenomenos fisicos importantes en las aplicaciones,
como la propagacién (o difusién) de ciertas cantidades en el tiempo y el espacio (por
ejemplo, la temperatura, la concentracién de productos quimicos, etc); y en segundo
lugar, a nivel matematico, porque junto con las ecuaciones de Ondas y de Laplace,
constituye uno de los modelos basicos de la teoria de las EDPs lineales, donde los
métodos y herramientas que aparecen se pueden después llevar al estudio de EDPs
mas complejas.

Nuestro objetivo en este trabajo es abordar los siguientes aspectos: formulacién
fisica de la ecuacion; encontrar soluciones explicitas en algunos ejemplos concretos,
como la propagacién del calor en varillas finitas (intervalos de R); encontrar, a partir
del concepto de solucién fundamental, una solucién explicita en R, en los casos
homogeneo y no homogeneo; presentar algunas propiedades importantes, como la
formula del valor medio o los principios del maximo, y deducir de aqui teoremas de
unicidad.

A continuacion describimos con méas detalle estos resultados. Supondremos que
queremos estudiar la propagacion del calor en un material fisico confinado en un
dominio  C RY a partir de unas condiciones iniciales y de frontera adecuadas.
Denotaremos por u(t, ) a la funcién temperatura en un punto z € 2 tras ¢ segundos.

En el primer capitulo, daremos en primer lugar una deduccion fisica de la ecua-
cién del calor. Usaremos el método de separacion de variables para encontrar solu-
ciones explicitas en algunos casos concretos de propagacion del calor en una varilla
de longitud I. En concreto trataremos de buscar u(t, x), solucién de los siguientes
problemas de valor inicial y de frontera

a) condiciones de tipo Dirichlet

u —alAu = F(t,z), t>0,z¢€(0,])
u(0,2) = g(x), z € (0,1)
u(t,0) =u(t,l) =0, t>0,

VII
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b) condiciones de tipo Neumman

u —aAu = F(t,x), t>0,2€(0,1)
u(0,2) = g(a) v e (0,
uz(t,0) = u,(t,1) =0, t>0.

Los resultados principales de este primer capitulo estan recogidos en los Teoremas
1.4.6, 1.4.11 y 1.4.17.

En el segundo capitulo tratamos de encontrar soluciones explicitas a la ecuacion
del calor en R? a partir del concepto de solucion fundamental. Veremos que la funcién
P :(0,00) x R — R,

1 _l=?

(4mrt)d/2 "
conocida como ntcleo de calor, o nticleo de Gauss-Weierstrass, es una solucién fun-

damental de la ecuacién del calor. Usaremos esta funcién para obtener una solucién
explicita al problema de Cauchy homogéneo

O(t,z) =

(0.0.1) u(t,z) — Au(t,z) =0 en (0,00) x R?
o u(0,2) = g(x) en R?

asi como para el problema de Cauchy no homogéneo

(002) u(t,x) — Au(t,z) = f(t,z) en (0,00) x R?
o u(0,2) = g(z) en R9

Ademads introduciremos la nocién de transformada de Fourier de una funcién
u € L'(R?)

N 1 iz-y
u(y) = @ /]Rd e ““Yu(x)dx

asi como su inversa

. 1 izy
u(z) = e /Rd e Yu(y)dy.

Esta herramienta, que no desarrollamos con detalle, nos da otra forma de encontrar
soluciones explicitas para los problemas (0.0.1) y (0.0.2).

Los resultados principales del Capitulo 2 estéan recogidos en los Teoremas 2.1.16,
226y 2.2.7.

En el capitulo 3, dedicaremos nuestra atenciéon a presentar los resultados mas
importantes sobre unicidad. Un ejemplo clasico debido a Tychonoff, ver Teorema
3.1.8, nos muestra que no se puede esperar la unicidad en el problema de Cauchy
(0.0.1), sin imponer condiciones adicionales en w.

Para probar teoremas de unicidad utilizaremos algunas versiones del principio
del maximo, que en este trabajo vamos a obtener a partir de la formula del valor
medio para la ecuacion del calor. De forma més precisa,
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TEOREMA 0.0.3 (Propriedad del valor medio para la ecuacién del calor). Sea
Q CR?yseaT > 0. Para toda u € C’;f((O,T) x Q) solucion de la ecuacion del
calor, se cumple

1 |z —y|?
0.0.4 tx) = — dyd
(0.0.4) u(t, x) 1 /E@,x;?«) u(s,y) )z

para cada E(t,z;r) C (0,T) x Q.

En este teorema definimos las “bolas” del calor como
1
E(t,xz;r) = {(s,y) ERXRY:s>t,d(t—s,0—y) < —d}.
r

Por comodidad, en lo sucesivo denotaremos Dy = (0,7") x €.
Del teorema anterior deduciremos los siguientes principios del maximo.
TEOREMA 0.0.5 (Principio del maximo fuerte). Sea Q C R? un dominio conezo,
y sea u € C.2(Dr) N C(Dr) solucidn de la ecuacion del calor en Dy = Q0 x (0,T).
Si existe (ty,x¢) € Dr tal que

u(to, xo) = maxu(t, x)
Dr

entonces u(t, x) = u(ty, o), ¥V (t,z) € Dy,.
COROLARIO 0.0.6 (Principio del maximo débil). Sea Q C R? conero y acotado,
y sea Dr = (0,T) x Q. Siu € Ct{f(DT) N C(Dy) es tal que
up=Au en Dr=(0,T)xQ,
entonces, para cada t € (0,T) se tiene

MAax u = maxu,
Et It

donde T'y = (Q x {0}) U (052 x [0,t]) se denomina frontera parabdlica de Dy.

Veremos como el principio fuerte implica el principio del débil, y a partir de
éste ultimo obtendremos resultados de unicidad. En concreto probaremos que en
dominios acotados el problema de Cauchy para la ecuacion del calor tiene a la sumo
una solucién, ver Teorema 3.4.3.

En la dltima parte del Capitulo 3 abordamos los resultados més dificiles relacio-
nados con las condiciones que garantizan la unicidad en el problema de Cauchy en
R?. En concreto, para el resultado mas general que presentamos abajo, necesitare-
mos la siguiente variante del principio del maximo en dominios no acotados, para
soluciones con una cota superior gaussiana.

TEOREMA 0.0.7 (Principio del maximo para el problema de Cauchy en RY).
Sea g € C(RY), y seau € Cif(((), T)xRHNC ([0, T) x RY) una solucién del problema
(0.08) u(t, r) — Au(t,x) =0 0<td<T, r € R4

u(0,2) = g(z) reR

que ademds satisface la estimacion

(0.0.9) u(t,z) < A’ (0 <t < T,z e RY)
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siendo A,a > 0 constantes. Entonces

sup u(t,x) = sup g(x).
[0,7) x R4 z€RY

A partir de aqui vamos a obtener el resultado que sigue, que finalizara los con-
tenidos de este trabajo.

TEOREMA 0.0.10 (Unicidad del problema de Cauchy no homogéneo en R?).
Sean g € C(RY) y f € C([0,00) x R%). Entonces, existe a lo sumo una solucién
u € C’tl,f((O, ) x RY) N C([0,00) x RY) para el problema

(0.0.11) {ut(t,az)—Au(t,x):f(t,a:) 0<t<oo, velR?
u(0,2) = g(z) r € R?

satisfaciendo la estimacion

(0.0.12) u(t, z)] < A’ (0 <t < o0,z € RY)

siendo A,a > 0 constantes.

A lo largo de esto trabajo hemos seguido principalmente los libros [1] y [5]. Las
referencias precisas aparecen detalladas en cada capitulo.



Abstract

On the current essay, we made a study about the Heat Equation. This is one of
three classical Partial Differential Equations in Mathematical-Physics. It was Joseph
Fourier who started its study for the first time in 1822. Its importance is due, first,
because it is an accurate model for many physical phenomena, such as the propaga-
tion (or diffusion) of certain quantities in time and space (for example, temperature,
concentration of chemicals, etc); and secondly, also from a mathematical point of
view, because it forms, together with Wave and Laplace equations, a basic model
for the theory of linear PDEs, where the methods and tools used here, quite often
lead to studies of more complex PDEs.

Our aim in this work is to cover the following topics: physical formulation of
the equation; find an explicit solution in some concrete examples, such as the pro-
pagation of heat in finite rods; construct the fundamental solution, and from here
obtain an explicit solution in R? of the homogeneous and nonhomogeneous Cauchy
problems; present some important properties, such as the mean value formula and
the strong and weak maximum principles, and from them deduce several uniqueness
theorems.

Next we describe in more detail these results. We want to study the propagation
of heat on a physical material confined in a domain  C R? from a known initial
temperature and with appropriate boundary conditions. We denote by w(t,z) the
temperature function at a point x € €2, after ¢ seconds.

In the first chapter, we start with a physical deduction of the heat equation. We
shall use the method of separation of variables to find explicit solutions for some
concrete cases of propagation of heat in a rod of length [. More precisely we shall
be looking for a solution u(t, z) of the following boundary value problems

a) Dirichlet conditions

u —alAu = F(t,z), t>0,2¢€(0,])
u(0.2)=g(x),  we(0,)
u(t,0) =u(t,l) =0, t>0,

b) Neumman conditions

w —aAu=F(t,z), t>0,2€(0,1])
u(0,z) = g(x), z € (0,1)
uz(t,0) = ux(t,1) =0, t>0.

XI
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The main results of this chapter can be found in Theorems 1.4.6, 1.4.11 and
1.4.17.

In the second chapter we will be looking for explicit solutions for the heat equa-
tion in R?, which can obtained from the notion of fundamental solution. We will see
that the function ® : (0,00) x R? — R,

1 _lal?
_— 4t
(47t)4/? ‘
known as the heat kernel, or Gauss-Weierstrass kernel, is a fundamental solution for

the heat equation. We will use this function to obtain an explicit solution for the
homogeneous Cauchy problem

O(t,x) =

(0.0.13) {“t(t>f’3) — Au(t,z) =0 in (0,00) x R

u(0,z) = g(z) in R?

and also for the nonhomogeneous Cauchy problem

(0.0.14) {“t(t>x) — Au(t,z) = f(t,z) in (0,00) x RY

u(0,7) = g(x) in R

Furthermore we will introduce the notion of Fourier transform of a function
u € LY(RY)
1

u(y) = 2 /Rd e~ Yy (x)d

and also its inverse
1

u(zx) = e /Rd e Yu(y)dy.

We shall not study the Fourier transform in detail, but we will use it to obtain, by
different means, explicit solutions for the Cauchy problems (0.0.13) and (0.0.14).

The main results of this second chapter can be found Theorems 2.1.16, 2.2.6 and
2.2.7.

In the third chapter, we focus our attention in the most important uniqueness
results. A classical example due to Tychonoff, see Theorem 3.1.8, shows that the
Cauchy problem in (0.0.13) does not have a unique solution, unless additional con-
ditions are put on the function u.

We will approach the uniqueness theorems via some versions of the maximum
principle, which in this work we will obtain from the important mean-value formula
for the heat equation. More precisely,

TEOREMA 0.0.15 (Mean-value property for the heat equation). Let Q C R¢
and T > 0. Suppose that u € Ct{f((O, T) x Q is a solution of the heat equation, then



XIII

1 |z —y|?
0.1 t = — dyd
(0.0.16) u(t, 1) = 1 /E ) s

for each E(t,z;r) C (0,T) x Q.
In this theorem, we define the heat “ball” as

1
E(t,x;r) = {(s,y) ERXxRY:s>t,d(t—s,0—y) < —}

=
r
Also, in the sequel we shall use the convenient notation Dr = (0,7") x €. From the
previous theorem we shall deduce the following maximum principles.

TEOREMA 0.0.17 (Strong maximum principle). Let Q C R? be a connected
domain and u € C’;f(DT) N C(Dr) be a solution of the heat equation on Dy =
Q x (0,7T). Suppose also that there exists (to, xo) € Dr such that

u(to, rg) = maxu(t, x).
Dr

Then u(t, ) = u(to, xo), V (t,x) € Dy,.

COROLARIO 0.0.18 (Weak maximum principle). Suppose that Q_C R? is a
bounded connected domain, and Dy = (0,T) x Q. If u € C’tl’f(DT) NC(Dr) is such
that

up=Au en Dr=(0,T)xQ,
then, for each t € (0,T) we have
MAax u = maxu,
Bz Ft

where T'y = (2 x {0}) U (092 x [0,t]) is called parabolic boundary of D;.

We shall see how the strong maximum principle implies the weak maximum
principle, and from this last result we shall obtain the uniqueness theorems. More
precisely, we will prove that in bounded connected domains the Cauchy problem for
the heat equation has at most one solution, see Theorem 3.4.3.

In the final part of Chapter 3 we deal with the most dificult results, which are
related with conditions on u that guarantee the uniqueness for the Cauchy problem
in R?. More precisely, to obtain the very general result that we present below, we
shall use the following variant of the maximum principle in an unbounded domain,
for solutions which satisfy a gaussian upper bound.

TEOREMA 0.0.19 (Maximum principle for the Cauchy problem in R?). Let
g € CRY), and let w € C12((0,T) x RY) N C([0,T) x RY) be a solution of the
problem

(0.0.20) {“t(t>$) —Au(t,z)=0 0<t<T, zeR?

u(0,2) = g(z) r € R?
that additionally satisfies the estimate
(0.0.21) u(t,z) < A’ (0 <t < T,z € RY)
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where A,a > 0 are constants. Then

sup u(t,x) = sup g(x).
[0,7) xR4 z€RY
From this result we shall obtain the following general uniqueness criterion, which
completes the list of results that we wish to cover in this work.

TEOREMA 0.0.22 (Uniqueness for the nonhomogeneuos Cauchy problem in
R%). Let g € C(R?Y) and f € C([0,00) x R%). Then, there exist at most one solution
u € C’tl,jf((O, ) x RY) N C([0,00) x RY) for the problem

(0.0.23) {ut(t,az)—Au(t,x):f(t,a:) 0<t<oo, z€R?
u(0,2) = g(z) r € R?

satisfying the estimation

(0.0.24) u(t, z)] < A’ (0 <t < o0,z € RY)

with A,a > 0 constants.

Throughout this work we have mainly followed the books [1] and [5]. More precise
references will appear in each chapter.



Capitulo 1

Formulacion fisica de la ecuacién del calor. Ejemplos

En este capitulo presentamos la formulacion fisica para la ecuacién del calor
y algunos ejemplos concretos de su aplicacién. Los resultados presentados siguen el
libro [5] de Ireneo Peral Alonso Primer Curso de Ecuaciones en Derivadas Parciales,
en las secciones 1.3 y 3.4, asi como los apuntes [3] del curso de Gustavo Garrigds
Ecuaciones en Derivadas Parciales y Series de Fourier, 2020.

1. Formulacién fisica de la ecuacion del calor

En la formulacién de la ecuacién del calor, usaremos la ley de Fourier (1.1.1) y
el teorema de la divergencia de Gauss (Teorema A.0.2 en el apéndice).

Queremos estudiar la propagacion del calor en un material fisico que supon-
dremos confinado en un dominio @ C R¢. Para simplificar los calculos vamos a
considerar que el calor especifico ¢, la conductividad térmica k, y la densidad p del
material fisico son constantes, o sea, no varian de un punto a otro ni tampoco con
la temperatura.

Definimos la funcién u : [0,00) x @ — R, donde u(t, z) es la temperatura del
punto x € 2 tras t segundos. Suponemos ademas que el material estd sometido a
una fuente externa de calor f(t,z).

El gradiente de u
ou Ou ou
Vu = e
“ <8ZE178I2, 781‘(1) ’

indica la direccion de maximo crecimiento de la temperatura. Es natural afirmar
que el flujo de energia calorifica se transmite, de mayor temperatura a menor tem-
peratura, es decir, de calido a frio, y en la direccién de maximo decrecimiento.

Una formulacién de este hecho, conocida como ley de Fourier, establece que el
flujo d de energia calorifica es proporcional al gradiente de las temperaturas, y se
puede asi escribir como:

(1.1.1) d = —kVu

donde k£ > 0 se denomina conductividad térmica del material.

Sea ahora zy un punto fijado de 2 y sea B = B,.(z() una bola con clausura
contenida dentro del material fisico, B C 2. La cantidad neta de calor que entra en
B a través de su frontera 0B en el instante de tiempo ¢ es

Qi =- /a (@)

1
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donde (-,-) denota el producto escalar, 7 el vector normal exterior en 0B, y du el
elemento de area en 0B.

Aplicando el teorema de la divergencia (Teorema A.0.2) y la ley de Fourier, se
tiene

Qi = —/8B<<f>,ﬁ>du = —/Bdiv(cﬁ)dx
= —/Bdiv(—kVu)dx = k/B(V -V)udx = k:/ Audz.

B

Si suponemos ademds que hay fuentes externas de calor, f(t,x), éstas generan
en el instante ¢ un calor total en B dado por

Q2 = / f(t,x)d.
B
Por otro lado, la expresién
ou(t, )
ot
representa la variacion instantanea de temperatura con respecto al tiempo en cada

punto x de B, y en el instante fijo t. Por tanto, la variacién instantanea de la cantidad
total de calor en B se puede escribir como

ou
I

donde c es el calor especifico del material y p su densidad.
Asi, para que haya equilibrio se debe tener

Q3= Q1+ Q2

cp@(t,x)dx:k/ Au(t, x) d$+/ f(t, x)dx

/Bcp%(t,x)d;v:/B[k‘Au(t,w) + f(t,z)] dz.

A continuacién usaremos el siguiente lema.

LEMA 1.1.2. Si F € C(R?) entonces,
1

m-——- F(z)dx = F(x)
r=0 | B.(20)] J B, (20)

DEMOSTRACION. Dado e >0, 3 §(xg,e) >0 tal que
lt —xo] <6 = |F(z)— F(x)| <e

F
F(z)dx — (o) / dx
Br(zo)

Por tanto, si 0 < r < §, entonces

F(z)dx — F(x0)

1 1
‘\Br(:vo)\ B (x0) _’!Br(xo)! B (w0) | Br (o))

1

1
= |F(z) — F(zo)|de < —/ edr = ¢.
|Br(0)| J B, (o) |Br(20)| J B, (x0)
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Como la identidad de las integrales anteriores es cierta para todo B = B,.(xq) C
2, haciendo r tender a 0, del Lema 1.1.2 deducimos, suponiendo que u y f son
suficientemente suaves, que

cp%(t, x9) = kAu(t,xo) + f(t, o)
para cada t > 0 y cada xq € 2 fijos. Por tanto
cpuy(t,r) — kAu(t,z) = f(t,x), t>0, x€q.
Ahora, tomando F(t,z) = (cp) ' f(t,z) 'y a=(cp)~tk >0, resulta
(1.1.3) u — aAu = F(t, z)
La ecuacion (1.1.3) es la ecuacion del calor, también conocida como ecuacién de
difusion, y describe en las aplicaciones cémo se propaga u(t,x), en el tiempo y en

el espacio, para ciertas cantidades fisicas como la temperatura, la concentracién de
productos quimicos, etc...

2. Problema de valor inicial y frontera

En la mayoria de las aplicaciones se busca una solucién tinica que satisfaga ciertas
condiciones dadas. Habitualmente se supone conocida la temperatura inicial
u(0,z) = g(z), z €.

Ademas, si €2 es un dominio acotado, se supone conocido el comportamiento de
en la frontera 02, que suele corresponder a alguno de los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: Condiciones de contorno de tipo Dirichlet. Se denomina de
esta forma cuando se conoce la temperatura u(¢,z) en la frontera 9, que viene
dada por

u(t,z) =p(t,z), t>0, xzed.
Se busca entonces una funcién u(t, x) que verifica las siguientes ecuaciones
u —aAu = F(t,z), t>0,z€QCR?
u(0,2) = g(z), x €} —  cond. inicial
u(t,z) = p(t, ), t>0,x€002 — cond. de contorno

Ejemplo 2: Condiciones de contorno de tipo Neumann. Se denomina
de esta forma cuando se conoce el flujo de temperatura a través de la frontera.
Recordando que, por la ley de Fourier, d = —kVu, entonces el flujo de calor entrante
a través de x € 0€2 en tiempo t viene dado por

kVu -1 =1(t, ),
donde 77 es el vector normal exterior en z € 9€2. El problema resultante es
ug — alAu=F(t,r), t>0,re€QCR?
u(0,z) = g(z), r € —  cond. inicial
kVu -1 =(t, x), t>0,r€00 — cond. de contorno



En el resto del capitulo demostraremos que, para una varilla unidimensional, es
decir 2 = (0,1) C R, estos problemas admiten una solucién explicita. Dicha solucién
se obtiene mediante el método de separacion de variables, debido también a Fourier.

3. Meétodo de separacién de variables

En esta seccion ilustramos el método de separacién de variables para obtener
soluciones de

(1.3.1) Uy — QUgy = 0,

parat >0y x € (0,1). Este método consiste en buscar soluciones particulares de la
forma

u(t,z) =T ()X (x).
Para tener una soluciéon debe cumplirse que
w(t,z) =T'(t) X (x) y Uz (t, ) = T () X" (2),
al sustituirse en (1.3.1), deben verificar la identidad
T'(t)X(x) = aT(t) X" (x)
Como buscamos soluciones no nulas, u(t,z) = T'(t) X (z) # 0, podemos escribir
Y _ X'(z)
T~ "X
Esta igualdad se verifica si, y solo si,
T'(t X"(x
T<(t>) - X<(x>) -

para alguna constante o, ya que se trata de funciones con variables distintas. Por
tanto

T'(t) = oT(t)
(1.3.2) {aX” (@) = oX(2)

Para obtener T'(t) y X (z) es suficiente resolver las EDOs en (1.3.2). Para ello
es necesario traducir de forma adecuada las condiciones de contorno en el intervalo
[0,]. Veamos c6mo hacerlo en algunos ejemplos concretos.

4. Ecuacién del calor en una varilla
4.1. Varilla con extremos nulos.

EJEMPLO 1.4.1. Consideremos una varilla finita, de longitud [, sin fuentes de
calor, y supongamos que es suficientemente fina de tal modo que la unica posibi-
lidad de cambio de calor con el exterior se da en los extremos y que estos tienen
temperatura nula. Se pretende conocer la temperatura en la varilla, tras t sequndos.

Este problema se traduce en

U — QU = 0, (t,x) € (0,00) x (0,1)
(1.4.2) u(0,z) = g(z), z €0,
u(t,0) =u(t,l) =0, t>0



Usando el método de separacién de variables, de (1.3.2) obtenemos,
T'(t) = oT'(2)
aX"(x) = oX(x).

Por otro lado, imponiendo las condiciones de contorno vemos que
uw(t,0)=T{t)X(0)=0 = X(0)=0
u(t,)=Tt)X(1)=0 = X()=0.

Por tanto, vamos a resolver en primer lugar la EDO de orden 2

aX"(z) = 0X(x), x€(0,l), con X(0)=X()=0.

Analizamos los siguientes casos:

Caso 1: p = A2 > 0, se tiene

X"(a) = XX (2)

o
es una EDO cuya solucion es,

by _A A
X(z) = AeVs® 4 Ble™va® = Acosh(—=z) + Bsinh(ﬁm)

>

imponiendo las condiciones de contorno

X0)=A=0, yv X( :0+Bsinh(%l):0

Visto que sinhf # 0,V0 # 0, entonces B = 0. Por tanto, en este caso, no hay
soluciones no nulas.

Caso 2: p = 0. En este caso se tiene
X"(z)=0 = X(z)=A+ Bz
De nuevo, imponiendo las condiciones de contorno
X(0)=A=0, v X(I)=0+Bl=0

Visto que [ > 0 se tiene B = 0, y por tanto, en este caso tampoco hay soluciones no
nulas.

Caso 3: p = —\? < 0. En este caso

X"(x) = —A—QX(QJ)

o
tiene solucion

X(z) = Acos(%x) + Bsin(%x)

Imponiendo las condiciones de contorno

X0)=A=0, vy X(l):(H—Bsin(%l):O



Visto que buscamos soluciones no nulas, debemos tener B # 0 y por tanto

A
Ja

sin(—=[) =0, es decir =nm;, nE€LZL.

Va
Entonces A debe pertenecer al conjunto
nmy/a
.
notar que tomamos n € N para que las soluciones

Ap = n € N;

Xn(z) = B, sin(%x) =B, Sin(nl—ﬁx)

sean distintas.

A continuacién, para cada una de estas funciones X,,(x), buscamos una funcién
T(t) = T,(t). La ecuacién T"(t) = oT'(t) tiene solucién
T(t) = Ce?
por tanto

22
ooy

T,(t) = C’ne_’\%t = (e 2

Asi, hemos obtenido
n?ra, nm
un(t,z) = T,(t) Xp(x) = bpe” 2 Sin(Tx), n €N,
que forman una familia de soluciones particulares de la EDP

Up — Qe =0, (t,x) € (0,00) x (0,1)
u(t,0) =u(t,l) =0, t>0
Aplicando el Principio de Superposicién (es decir, la linealidad de la EDP), podemos

decir que el candidato a la solucién general del problema (1.4.2) es

m2a, nm

oo n2
1.4. t,x) = bpe” 2 sin(—ux).
(1.4.3) u(t, x) ; e 2 'sin( l x)

Ahora, imponiendo la condicién inicial, resulta
(1.4.4) u(0,x) = an sin(nTW:E) = g(z)

para coeficientes b, adecuados. Para determinar los b,, Fourier propone utilizar
ortogonalidad. Esta idea se resume como

o
“Sig= E b€y, donde {€,} es una base orto-normal, entonces

n=1
(ﬁ, gm> - <angn7 é)m> - bm"7
n=1

Utilizaremos el siguiente lema de integracion elemental.

LEMA 1.4.5. Para todo n,m € NU {0}, m fijo, se tiene



0 si
1. f(f sin(*x) sin("™Tx)dx = { l st n#m

5 St nm=m
0 si n#m

2. fol cos(%x)cos(Brx)dr =S L si n=m#0
[ si n=m=0

DEMOSTRACION.
(L.a) Sin # m usamos la relacién 2siné; sinfy = cos(f; — 02) — cos(6y +

0), V01,05 Para calcular

: 1 t — 1 l
/ Sin(ﬂx) Sin(m$)d$ = —/ cos (n—m)ﬂ-x dx — —/ COS M:L‘ dr
o : 2.Jo l 2 Jy z

[ )

_(QETEE

_ U (sin[(n —m)7]  sin[(n +m)7] _
‘2([m—mm [m+mw1) ’

ya que n #m; (n —m)m y (n+ m)r son miltiplos de 7 y, sin(kw) = 0,Vk € Z.

(1.b)  Sin = m usamos la relacién 2sin* @ = 1 — cos(26), V0.

! ! ! !
1 1 2
/sin(nlx) sin(mx)dx:/ sin2(nlx) = —/ dx——/ cos(ﬂx)dx
. T z ; l 2 J, 2 J, l
1 l _ Lsm(%_nx) L ]
2 dmn L, 2

(2.a) Sin # m usamos la relacién 2cosfy costy = cos(fy — ) + cos(f; +

6), Vb,0.

l 1 1 - 1 )
/ cos(mx) COS(mx)dx = _/ cos Mm dr + _/ cos (n+ m)wx dr
0 [ l 2 Jo l 2 Jo I

1 (sin[(n —m)7]  sin[(n 4+ m)7]

_5([m—mh] [m+mw1):0

(2.b)  Sin=m # 0 usamos la relacién 2 cos?§ = 1 + cos(26), V6.

l l 1 l 1 l 2
/Ocos(?x) cos(?a;)dx—/o cos%?x) = 5/0 dl‘+§/0 Cos(Tx)d:v: 3

(2.c) Sin=m=0,

I !
/ COS(TZU) Cos(mx)dx = / dx =1
0 ! ! 0




Utilizando el Lema 1.4.5 en la identidad (1.4.4), vemos que formalmente se tiene

19(95) Sln(—x Ydx = Zb sin( sin(mx)dx =
J / l

[
_Zb /sm )sm(n; )dx—2bn

Para justificar el cambio de la integral con la suma, basta ver que las integrales son
convergentes (Teorema A.0.5), y para ello podemos imponer una condicién del tipo
Yo 1|bn| < 00. Por tanto, los coeficientes deben elegirse como

9 [l
b, = —/ g(x) sin(mx)d:c.
A l

Usando esta expresién de b,, hemos encontrado en (1.4.3) un candidato u(t, x)
a solucién del problema de la varilla (1.4.2) Veamos ahora que este candidato es en
efecto una solucién suave, bajo ciertas hipdtesis en la funcién g(x). El teorema a
seguir estd en conformidad con lo que se ha ensenado en la clase de [3].

TEOREMA 1.4.6. Sea g(x) € C([0,1]) tal que se puede escribir como en (1.4.4),
donde >0 | |b,| < 0o. Sea

x) = ane_ 2 tsin(nTF:E), t >0,z €[0,l].

Entonces,
u € C([0,00) x [0,1]) N C>((0, 00) x [0,1])
y resuelve el problema (1.4.2), o sea, es solucion de,

Up — QUyy = 0 t >0,z €(0,0)
w0.5) =g(x)  we0]
uw(t,0) =u(t,l) =0 t>0

DEMOSTRACION. Como

an27'r2

bpe” 7" sin(?m)

27_(2
|un(ta$)| = z ! < |bn|

= [bn|sin(==)e”

y por hipétesis >~ | |b,| < 0o, entonces por el criterio de Weierstrass se tiene que

:ni;un(t x Zb e g " sin( l :c)

es uniformemente convergente en todo ¢ > 0y todo x € [0,1]. Y como u,(t,z) €
C([0,00) x [0,1]) entonces se tiene también que u(t,z) € C([0,00) x [0,1]).
Ahora, veamos que Vk,m existen las derivadas 9F9™[u(t, z)]. Usaremos que

2n2
e~ 2 ' decae a cero (cuando n — o0), mas rapido que cualquier polinomio en
n. Por simplicidad denotamos ¢,(z) = sin(**x) (o ¢,(x) = cos("Fx)),

047r2n K _a7r2n2t TN\™
o (Y 5 (2 i

‘8;“3;”21”(15, ZL‘)| =




2 k m a7r2n2
= (Oél_z> <§> by [n e
< Chonlba (1285 = Gy 15
donde Cy,, es constante. Observa que

(9] - Ck7m [e%S)
> Chnltlt™ ) = S| < o
n=1

n=1

por tanto, se concluye que u(t,z) es indefinidamente diferenciable V¢ € (0,00) y
x € [0,1] y que podemos pasar las derivadas dentro de la serie (Teorema A.0.3). De
este modo obtenemos:

> Oé’I'L27T2
ut(tax) - _an < 2
n=1

> 2,2 an2n2
et 2) = =3 b (l_) e~ sin("T

n=1

) e_m;WQt sin(mac)

l

y por lo tanto se cumple que w(t, x) = g, (t, ).
Ademas

u(0,z) = Zun(07x) = an sin(?w) = g(z)

y se puede facilmente verificar que
u(t,0) = u(t,l) =0,

con lo cual se concluye la demostracion.

4.2. Varilla con extremos aislados.

EJEMPLO 1.4.7. En el ejemplo anterior si se supone que en vez de nulos los
extremos estan aislados, resulta el siguiente problema:

Up — Qe = 0, (t,x) € (0,00) x (0,1)
(1.4.8) u(0,z) = g(z), z € 0,]
uz(t,0) = u,(t,1) =0, t>0
Para resolverlo usamos nuevamente el método de separacion de variables. Por lo
tanto, de (1.3.2) tenemos
T'(@) = oT(t) y aX'(x) = oX(x).
Imponiendo las condiciones de contorno, en este caso obtenemos
L(t,0)=Tt)X'(0)=0
u(t, 1) =T)X'(I) =0
Como antes, vamos a resolver en primer lugar la EDO

aX"(z) = oX(x), x€(0,l), con X'(0)=X'(l)=0.

Caso 1 9 = A\? > 0. Del mismo modo al hecho en el ejemplo anterior se puede
comprobar que no hay soluciones no nulas.
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Caso 2: p =0, se tiene

X"(z)=0 = X(z)= Ao+ Bx

Imponiendo las condiciones de contorno queda X'(0) = X'(I) = B = 0, y por
tanto

X(ZU) = AO
Caso 3: p = —)\? < 0, se tiene que
)\2
X'(x) = ——X(x)
«

tiene solucién

)+ B sin(ix

X(x) = Acos(ia: a

N )

entonces

AN
VWt

Imponiendo las condiciones de contorno

X'(z) = ) + )-

sm( cos(

>\$
a s

{X’(O):\B}:O — B=0

X'(l) = —\A—f’\ sm(\/)‘al) =0
Como buscamos soluciones no nulas, debemos tener A # 0 y por tanto
Al
sin(—=)=0 = —==nm; necwl

Va Va

Entonces nuevamente A debe pertenecer al conjunto A\, = ml\/a; n € N. Por
tanto de los casos 2 y 3, se tiene que

An
Xn(z) = A, Cos(ﬁx) = A, Cos(nTﬁm), n=0,1,2,...
Para cada una de estas funciones, calculamos la funcién 7),(t). De T"(t) = oT'(t) se
obtiene

T(t)=Ce? = T,(t) = C’ne_’\%t =Che
Por tanto, el candidato a solucién del problema (1.4.8) queda

(1.4.9) Zan — e cos(?m)

Imponiendo el dato inicial, debe cumphrse

(1.4.10) u(0,x) = Zan cos(?:v) = g(x)

De modo que usando otra vez el argumento de ortogonalidad, el lema 1.4.5 nos

permite concluir que
1/
ap = — / g(x)dx
' Jo
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Ay —

~| N

!
/ g(x) COS(nTﬂ-[L')dl'; n=12...
0
TEOREMA 1.4.11. Sea g(z) € C([0,1]) tal que se puede escribir como en (1.4.10),
donde Y7 | |an| < 00 v,

22
t

[e.e]

an— T

u(t,z) = Zane* 2
n=0

cos(?a:), t>0,z €0,

Entonces,
u € C([0,00) x [0,1]) N C*((0,00) x [0,1])
y resuelve el problema (1.4.8), o sea, es solucion de
Up — QUgy = 0 t>0,z¢€(0,])
u(0,2) = g(z) z € 0,]]
uz(t,0) =u,(t,1) =0 t>0

DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema se puede computar de modo
analogo a la demostracion del teorema anterior.

4

4.3. El problema no homogéneo en un intervalo.

EJEMPLO 1.4.12 (Caso no homogéneo). Supongamos ahora que se trata de un
problema donde hay fuentes de calor en el material, o sea F(t,x) # 0 y que ademds
F € C([0,00) x [0,1]), con los extremos nulos, es decir F(t,0) = F(t,l) =0, Vt > 0.
Suponiendo por simplicidad que o = 1 en (1.1.3), podemos escribir este problema
de la siguiente forma

up — Uz = F(t,z),  (t,x) € (0,00) x (0,1)
(1.4.13) u(0,z) = g(z), z € 0,]
u(t,0) =u(t,l) =0, t>0

Conjeturamos que la solucién del problema (1.4.13) es de la forma
= nm
1.4.14 t,r) = T, (t) sin(—=z),
(1.4.14) ulta) = 3 L0y

Para determinar 7),(t), multiplicamos la ecuacion w(t, z) — u..(t,z) = F(t,x) por

sin(™*x), m € N e integramos por partes dos veces, en [0, [].

l
I
/ut(t,x)sin(?w)daﬁ:
0
I I
:/ um(t,x)sin(gx)dx—l—/ F(t,x)sin(#x)dm
0 0

mi

I I
= _T/ uy(t, ) cos(gx)dx +/ F(t,x) sin(#m)dm
0 0

= — <?>2 /Olu(t,x) sin(?aj)dm + /Ol F(t,x) sin(#w)dw
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donde wu,(t,1) sin(mm) = 0 = u,(t,0) sin(0) y u(t, ) cos(mm) = 0 = u(t,0) cos(0) por
los datos iniciales. Ahora, Sustituyendo u(t, ), definido en (1.4.14), se tiene

/ZT’ sin( sm(gx)da::

2
=— (@) ZT (t) sm(nfx) sin(#w)dw
0
l
+/ F(t,x) sin(#m)dm.
0
Suponemos que se puede permutar la suma con la integral, y usamos el lema
1.4.5 y obtenemos
2

l
To(t) = =N Tnlt) + 7 /0 F(t,z) sin(?m)dm

donde A, = %", m € N. Por otro lado, de (1.4.14) se tiene que

ZT sin( ) = g(z)

En estas condiciones, como ya vimos

[ nmw

¢, =T,(0) = 5/0 g(x) sin(Tx)dx.

Para obtener T, (t) basta resolver
(1) — )2
(1.4.15) {7¥(t)—- AT (t) + gn ()

donde
2
7/ (t,z)sin —:L‘)d:L‘

Calculando la solucién de (1.4.15), buscamos primeramente soluciones de
()+V w(t) =0.
Asi
T, (t) = ve it
ahora, haciendo v = v(t), calculamos T/ (¢) y sustituimos en (1.4.15), es decir
T!(t) = V/(t)e " — N2p(t)e it
por tanto
V(e — Nu(t)e Mt = —X2u(t)e M 4 ()
entonces

t
v(t) = / n(s)eds + C
0

para alguna constante C'. Asi

t
To(t) = v(t)e Mt = 6_>‘%t/ Gn(s)eM?ds + Ce it
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0
imponiendo el dato 7,(0) = / Gn(s)eMds +C =  C =T,(0) = ¢, y, por lo
0

tanto .
T, (t) = cpe it +/ e =9, (s)ds.
0

Entonces, formalmente el candidato a solucién del problema (1.4.13) se puede
escribir como

o0 t
4.1 u(t,x) = cpe” M+ e VT Va(s ssmmx
1.4.16 Ant )\2(t s) d : l
n=1 0

Ahora vamos a probar que este candidato es de hecho solucién. Para ello demos-
tramos en primer lugar el teorema siguiente, que utiliza herramientas introducidas en
el curso [3]. Obsérvese que, por simplicidad, esta parte de la solucién tiene condicién
incial nula

u(0,z) = 0.

TEOREMA 1.4.17. Sea F : [0,00) x [0,{] — C, tal que F € Ct{f([O, o0) x [0,1])
con F(t,0) = F(t,l) =0,Vt > 0. Sea

u(t,x) = Z (/t e_’\%(t_s)qn(s)ds) On(z),
n=1 0
donde
2 [ ) , nm
qn(s) = 7/ F(s,z)sin(\,x)dz, ¢p(r) =sin(A\z) y A\, = Rk e N.
0

Entonces se tiene que
u € C([0,00) x [0,1]) N Otl,f(((), o0) % [0,1])

y se cumple

U = Uge + F(t,x) (¢, 2) € (0,00) x (0,1)
(1.4.18) uw(0,z) =0 x €0,
u(t,0) =u(t,l) =0 Vt>0

DEMOSTRACION. Dado que F € C’;f([(), o0) x [0,1]) para T > 0 fijo, existe
M = My tal que se tiene

M = ma F
Orgt%{oiligl! 2a(t, )|} < 00

2M
(1) Veamos que |g,(s)| < SV Vs € [0,7]

En efecto, integrando g, (s) pgr partes dos veces y, una vez que F'(¢,0) = F(t,1) =
0y sin(\,l) = sin(0) = 0, obtenemos
2 1 Lo
Gn(8) = = | ——F(s,z)cos(\x)| +— [ Fu(s,x)cos(\,x)dx
s WA
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l

2 1 2 l
= /\_nl |:/\—an(57 $> Sln(>\n$):| . — )\_%l/o me(S’ Jj) Sln()\nx)dx
2 l
= _)\_%l o F:L‘x(s,x) Sln()\nl‘)dl‘

Asi
091 < 535 [ 1 )| i)

l

2 2 :
< Fxx7 dr = || Fee y ") lloo d
<557 | s 1Pt allds = sl Pt [ o

2
= )\_2||wa(87 )Hoo

(2) En seguida, veamos que |A,(t)| < Vt € [0,T], donde

4 )
)\n

t
An(t):/o e =g (s)ds.

En efecto, por (1) y haciendo cambio de variable t — s = z, se tiene

t
A, < / N9 (5)]ds < 20 / N(-9) g
0

= —— e "rdu = — _’\Q‘Zdu
A i A Jo

oM |t 2M(1—e ) 2M
P D

AM
3) |AL ()] < — SYR Vt € [0,T]. Veamos que

t
Al (t) = —/\fle_Aght/O e’\isqn(s)ds + e_kite’\%tqn(t) = qu(t) — )\iAn(t)

Asi

/ oM ,2M  4AM
|AL ()] < lgn(t)] + N2 An(1)] = =+ 3174 =5

(4) Conclusién.
Usando |¢,(x)| < 1, ¢ (2)] < A, @ (x)] < A2 y los pasos (2) y (3), se puede
concluir que la serie
Zaf Ou(@)],

converge uniforme y absolutamente V(t,xz) € [0,T] x [0,l]] con k=0y m=0,1,2 0
bien k =1y m = 0.
Por tanto, del Teorema A.0.3 se deduce que

u(t,z) € C([0,T] x [0,1]) N C2([0,T] x [0,1]), VYT > 0.
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Derivando termino a termino se comprueba que u; = u,, + F(t, x), es decir,

wlt) = S 06 @)] = 3 anlt) — VAL (1]60(0)
y n:1oo - 0
tan(0.2) = 3 0 A (D0 (@)] = —3 N2 A6
por tanto "~ . "~
wlt ) = e.5) = 3 (00 5] = Pt

la convergencia de esta ultima serie es debido al teorema de la convergencia uniforme
de series de Fourier (Teorema A.0.4).

O

4.4. El problema no homogeneo con condicién inicial general. Com-
binando el Teorema 1.4.6 y el Teorema 1.4.17 descubrimos que

o t

u(t,x) = Z [(cne_’\"t —l—/ G_A%(t_s)qn(s)ds) sin(/\nx)}
n=1 0

resuelve el problema (1.4.13) con las respectivas hipdtesis sobre g(z) y F(t,z). En

efecto,
o0

ut(t,r) = che_’\"t sin(A, )
n=1

resuelve el problema (1.4.2) con « =1,y

WAt x) = f: K /O t e‘Ai(t_S)qn(s)ds) sin(An:v)}

n=1

resuelve el problema (1.4.18), con ¢,, ¢,(s), A, definidos anteriormente.

Se puede también computar del mismo modo la soluciéon del problema no ho-
mogéneo para el caso de extremos aislados.

En el capitulo siguiente daremos construcciones de la solucién de la ecuacion del
calor en la recta real o de modo general en R, usando argumentos de homogeneidad
y transformada de Fourier.






Capitulo 2

Ecuacién del calor en R?

En este capitulo, trataremos de obtener la solucion de la ecuacién del calor en
R?. Empezaremos por el caso de dimensién d = 1, y en seguida estudiaremos de
modo general el caso de dimensiéon d > 2; para esto usaremos dos métodos, primero
un argumento de homogeneidad frente al cambio de escala, y como procedimiento
alternativo, pero mas avanzado, la transformada de Fourier. Los resultados que
presentamos siguen fundamentalmente del estudio de los libros [1] de Lawrence
Evans Partial Differential FEquations, en las secciones 2.3 y 4.3, asi como del libro
[5] de Ireneo Peral Primer Curso de Ecuaciones en Derivadas Parciales, en la seccién
6.1.

1. Problema homogéneo
Buscamos una expresién explicita u(t, ) que sea solucién de la EDP
(2.1.1) u(t,z) = Au(t,z), parat>0yxc R
o u(0,2) = g(x) r € RY,

bajo condiciones adecuadas en g(x). Comenzamos calculando una solucién particular
®(t,x), que denominaremos solucién fundamental de la ecuacién del calor.

1.1. Solucién fundamental en dimensién d = 1. Usamos el método de
auto-semejanzas para buscar candidatos a soluciones de

(2.1.2) u(t, ) — uge(t,z) =0; t>0, z€eR,

que ademas verifican la condiciéon de normalizacion
(2.1.3) /u(t,x)dx =1, Vt>0.
R

Buscamos una relacién entre A, u > 0 tales que, si u(t,z) es solucién de (2.1.2)
y (2.1.3), entonces también lo es la funcién reescalada

(t, z) = pu(At, px).

Operando,
i = %(,uu) _ [ut%()\t) + ux%(ux)] —
Uy = a%(uu) = p {uta%(kt) + ux%(u:v)] = (fu,
Uiy = %(M%) G {uxt%(/\t) + uma%(ux)} = 1Py

Asi, imponiendo \ = pi?

Uiy — Tgy = 117 (U — Ugy) = 0.
17
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Ademads, haciendo cambio de variables z = ux, se tiene

/ﬂ(t,x)dw = ,u/ u(At, px)der = / u(Mt, z)dz=1, Vit>0.
R R

R

Como consecuencia, podemos buscar soluciones que respeten la homogeneidad
observada, es decir soluciones que dependan de la variable r = t~'/2z. De forma més
precisa, tomando A = t~' = u = t~/2, y sigue que el candidato buscado como
solucién es de la forma

N 1 T 1 T 1
a(t,r) = %U(la %) = %U(%) = —=u(r)

Buscamos pues una funcién de 1-variable, v : R — R, tal que u(t, z) :=

cumpla (2.1.2) y (2.1.3). Operando

N 1 r
Uy = _W<U(T) + mv (7"))

91 Lor o 1.,
s = g (J0l) = Zegmal (1) = T'()

~ a 1/ o 1 "
um:a_:c(ZU (T))—mv ().

Para que u; — ., = 0 debemos tener,
—# <v(7“) + tl%v’(r) + 21}”(7”)) =0
v(r) +rv'(r) +20"(r) =0
[ro(r)] + [20'(r)] = 0
[ro(r) + 20'(r)] = 0

ro(r) + 20'(r) = a.
Considerando el caso a = 0 se tiene,
ro(r) = —2v'(r)

Esta EDO tiene como solucién
|r|2

v(r) =ce 4

La constante ¢ la elegimos de modo que se cumple la normalizacién (2.1.3), es decir,

(2.1.4) /Rﬁ(t,x)dx: %/Rv(\%)da:: %/Re_itzdx:c/Re_

siendo & = t'/2z. Para ello calculamos la integral de la derecha en el siguiente lema.

|z

‘2
1Tdz =1,

LEMA 2.1.5.

I :/e_zélda: = VA4r.
R
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DEMOSTRACION. Elevando al cuadrado se tiene

|| ly|® |z +y|?
I2:/e4dw/e4dy://e T dxdy
R R R JR

Pasando a las coordenadas polares, © = pcosf, y = psinf; donde 0 < p < o0,
0<0<2my

dr Oz .
a8 9 | _| —psinf cosb T 2
J_' % o ‘_' pcost sinf | (psin®6 + pcos™0) = —p
e’} 2 o2 o] 2m 2 o 2
12:/ / |J|6_4d9dp:/ / pe_4d9dp:27-p/ pe_jdp
0 0 0 0 0

[e.e]

= 4.

[

_pP_
= —4xe

Por lo tanto,

z2
I:/elélld:c:\/llﬁ.
R

Asi, usando este lema en (2.1.4) obtenemos
2 2
c/ e Tdr=cVin=1 = c= (4m)~1/2
R

Luego, la solucién particular buscada es

2
||

a(t,x) = (4mt) V2w

DEFINICION 2.1.6 (Solucién fundamental para la ecuacién del calor). Se llama
solucion fundamental de

U — Uze =0, t>0, z€R,

a la funcion
|z|2
O(t,z) = (4nt) V2 o,
También es conocida como nucleo de Gauss-Weirstrass o nucleo del calor. Mas
adelante veremos algunas propriedades de la solucién fundamental.

A continuacién veamos un lema que sera util para buscar la solucién fundamental
de la ecuacién del calor en dimensiones superiores.

LEMA 2.1.7. Sea u: R* — R una funcién suave radial, es decir u(x) = v(r),
con r = |z|. Entonces

d—1
U/+U/,

/

1. Au=
r

2. x-Du=rv
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DEMOSTRACION. Sea j = 1,2,--- ,d, usamos la regla da cadena para calcular

L v

l’j T

iy, = /(1) -

por tanto

y también

O

1.2. Solucion fundamental en dimension d > 1. Buscamos una solucién
particular de la EDP

(2.1.8) w(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, z€R%

que ademds verifique

(2.1.9) / u(t, z)dr = 1.

Razonando por reescalamientos como en el caso anterior, se puede ver que la soluciéon
buscada debe tener la forma

1. u,x:’%i t>0, zeR?
2.1.10 t t i
siendo a = g y 3= % Operando obtenemos
o x _ W x
u = —at™ +1)U(t_5) — pt= ey Dv(t_ﬁ)

— =) [_au(Zy — gt Px - Do(Z
=1 Ow(tﬁ) pt="x DU(tﬁ)]

y
Au = t_(o‘”ﬁ)Av(z)
8
Por tanto debemos tener
(2.1.11) u — Au =t~ [—auv(y) — By - Du(y)] — t~ 2P Au(y) = 0,

donde y = tPz.
Sustituyendo o = 4 y g = % en (2.1.11), se reduce a

dv(y) +y - Du(y) +2Av(y) =0
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Simplificamos tomando v una funcién radial, es decir v(y) = w(|y|) = w(r) para
alguna funcién w : (0, 00) — R. Usando el lema 2.1.4 sigue que,

4= 1w’(7’)> ~0.

r
1 .
, se tiene

dw(r) + rw'(r) + 2 (w”(r) +

Multiplicando la expresién anterior por r¢~

dr w(r) 4+ r%w’(r) 4 2 [rd_lw”(r) + (d— 1)T(d_2)w'(r)] =0
(r'w(r)) + 2(r ' (r)) =0
(rfw(r) + 2rd_1w’(7“))/ =0

rlw(r) + 2r' ' (r) = a,

para alguna constante a. Considerando el caso a = 0 se tiene

1
w!(r) = —gru(r),
y la soluciéon de esta EDO es
rl2
w(r) = be~

- 2
Por tanto, u(t,z) = be_%, donde se debe tener b = (47t)~%2, de manera que se

cumpla a condicién de normalizacion en (2.1.9). Como consecuencia podemos definir
1 e J
@(t,l’)zwe 4@ t>0, rzeR ,

que denominamos solucion fundamental de la ecuacion del calor, o bien nticleo de
Gauss-Weierstrass.

1.3. Propiedades de la solucién fundamental ®(¢,z). El siguiente resul-
tado resume las propiedades principales de ®(¢, x).

PROPOSICION 2.1.12. Para todo (t,z) € (0,00) x RY, se tiene
1. ®(t,z) >0
2. Ou(t,x) — AD(t,z) =0
3. ®(t,z) € C((0,00) x R?)

4. O(t,z)dr =1

Rd

5. Yo > 0 se cumple
lim O(t,x)der =0

t—0+ |z|>6
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DEMOSTRACION. 1 es evidente, y 2 se cumple por construccién.

3. ®(t, x) es producto de dos funciones indefinidamente diferenciables hi(t) =

zl2
(4mt)= % y ho(t,z) = e’%, con derivadas continuas en todas orden, para todo
(t,x) € (0,00) x RY.

ly|2

4. Del lema 2.1.5 se tiene que / e” 1 dy = (4rt)'/?;
R

d 2
1 =2 1 _5
R e d‘WH/ e

1
= m (47Tt>1/2 (47Tt)1/2 e (47Tt)1/2 =1.
vie .

~
d— factores

5. Haciendo un cambio de variable x = t'/2z, calculemos

lim O(t, x)dr = lim e~ dz

1
t—0t+ ||>6 t—0+ (47Tt>d/2 L|>§

td/2 1212
= lim —— e 1 dz
10+ (4mt)¥/2 ],

[

1 ) _lz?

z\>%
La ultima integral es la cola de la funcién gaussiana que es convergente, por

tanto su cola tiende a cero.

O

Observe que ®(t, z) tiene una singularidad en (0,0). Usualmente se dice que

(2.1.13) lim ®(t,z) = d(x)
t—0+

donde §(z) denota la “funcion”delta de Dirac. Matemdticamente §(x) no puede ser
caracterizado como una funcién que cumpla simultaneamente

5($):{0’ SZ: v#0 y /Rd5(x)dx:1

oo, st =10

Es sin embargo una herramienta que los fisicos utilizan para explicar ciertos fenéme-
nos; fue introducida por el fisico-teérico Paul Dirac en su obra The Principles of
Quantum Mechanics, en 1930. La férmula (2.1.13) da una estrategia para definir
matemdaticamente d(x) como limite de funciones gaussianas que se asemejan a §(z)
cuando t — 0.
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1.4. Solucién de la ecuacién del calor homogenea en R?. Consideremos
ahora el problema de valor inicial

u(t,x) — Au(t,z) =0 en (0,00) x R?
(2.1.14) {u((),:v) = g(z) en R?

Como hemos visto ®(t,z) es solucién de la ecuacién del calor para t > 0y
r € RY, y claramente su traslacién, ®(¢,7 — y) es también solucién de la ecuacién
del calor. Por tanto, un candidato a solucién general es una combinacién lineal de
dichas traslaciones, escrita de forma integral como

(2.1.15) u(t,z) = /]Rd O(t,x —y)g(y)dy = W /Rd e_‘foP

Cuando t — 07, la propiedad (2.1.13) sugiere que, formalmente,

lim u(t, z) = / =y gly)dy = gla).

t—0t+

9(y)dy

y por tanto que u(t,x) es de hecho un candidato a solucién del problema de va-
lor inicial (2.1.14). En el siguiente teorema demostramos rigurosamente este hecho.
Hemos seguido la demostracién de [1, Teorema 1, pag 47].

TEOREMA 2.1.16 (Solucién del problema de Cauchy homogéneo). Sea g €
C(RY) y acotada, y u(t,z) definida como en (2.1.15), entonces

1. u(t,z) € C°°((0,00) x R%)
2. u(t,z) — Au(t,z) =0 (t > 0,2 € RY)

3. lm  wu(t,z) =g(zg) VreR?

(t,x)—(t,z0)

4 u(t, z)| < sup |g(z)]
z€R4

DEMOSTRACION. 1. Visto que ®(¢, z) es indefinidamente diferenciable, con deri-
vadas continuas de todos los 6rdenes, y que tiene decaimiento gaussiano en x (para
t > 0 fijo), se puede probar usando el lema de derivacién de integrales paramétricas
(Teorema A.0.6) que u(t,z) € C*°((0,00) x R?), y que las derivadas de cualquier
orden 0], @’jj 7 =1,...,d, pueden pasarse sin problema dentro de la integral.

2. Esto es consecuencia de la observacién anterior, y de la propiedad 2 de la
solucién fundamental (¢, x).

3. Sea x¢ € R? fijo, € > 0 y escogemos J > 0 tal que

(2.1.17) lg(y) — g(zo)| < si |y—ax| <5, yeRL

Por tanto, si |z — x| < g, y una vez que [y, ®(t,-) = 1. Tenemos,

ulta) = g(an)| = | [ @0, = i)y - g(a)
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/Rd ®(t,z —y)g(y)dy — g(xo) /

Ptz — y)dy‘
]Rd

< | @t z—y)lgly) — g(xo)ldy

d

=

_ /B B(t, 2 — y)|g(y) — glzo)|dy

z0,0)

—~

+ / (t,x — 1)]g(y) — g(zo)ldy
RA— B(z0,0)

- [1 + [2.
Ahora,

he| ata-yay<e [ oo ypiy—-.
B(z0,9) Rd
de acuerdo con (2.1.17).

Ademss si |v — xo| < 2y |y — 20| > 4, se tiene

) 1
|y — 2ol = [(y —2) + (2 —wo)| < fy —a|+ |z — 20| < [y —2[+5 < ly—a|+Fly —2o;
(2.1.18) ly — x0| <2y — .
Asi,
I

IN

/ Otz —y) sup |g(y) — glao)ldy
R4—B(z0,5)

Y,Zo eRd

S/ O(t,x —y) lsup l9(y)| + sup |g(zo)|| dy
Rd—B(z0,5)

yERd zo€R4

<2y~ [ ity
Rd—B(z0,5)

< C/ e"zztyﬁdy
T2 JRa_Bag.)

usando la desigualdad (2.1.18),

C ly—=0|?
[2 S d_/2/ e - 161? dy
1Y% JRa_B(z0.6)

2 2
=C e_%dy—>0; t— 0"
Ra—B(x0,6/v/t)

En la ultima integral hicimos cambio de variable t'/2z = y — x(, v ademads
converge a cero por ser la cola de una integral convergente. Por tanto, existira
to =to(e,C) > 0 tal que Iy < esit e (0,t)). Concluimos que

ut,z) —g(wo)| Se+e=2¢e, sifv—m| <d/2yte(0,t)
lo que prueba el aserto 3.
4. Un cambio de variables nos permite escribir

/Rd Otz —y)g(y)dy /Rd O(t,2)g(x — 2)dz

Ju(t, ©)| =
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g/Rdé(t,zﬂg(x—z)]dzg/Rd(I)(t,z) sup |g(z — 2)|dz

z,2€R4

— sup lg(x) / (1, )z = sup ()

zcRd z€Rd

4

1.5. Meétodo de la transformada de Fourier. La solucion de la ecuaciéon
del calor homogénea también puede ser obtenida mediante la transformada de Fou-
rier.

DEFINICION 2.1.19 (Transformada de Fourier en L'(R?)). Siu € LY(R?) defi-
nimos su transformada de Fourier

1 .
~ - - —ix-y d
u(y) = )i /Rd e u(x)dr, ye R

Y SU TNVETSa
1 .
> _ - Ty d
u(z) = m)i2 /Rd e Yu(y)dy, =€ R

Estas integrales son convergentes una vez que u € L*(RY);

la(y)| < / Nu(@)dz <00,y i) < / uly)ldy < oo.

TEOREMA 2.1.20 (Propiedades de la transformada de Fourier). Siu,v € L'(R%)
entonces

—

1. (Dou) = (i€)*a(y), siu € C™ es tal que D*u € L'(RY), Vo

—

2. (uxv) = (2m)¥2ad, donde u*v(z) = [y, u(z — y)v(y)dy

¢

8. u=u=1u, siu,a¢c LY(RY

—

4. (ku) = ku; k = constante

Dado que no es objetivo de este trabajo hablar sobre la transformada de Fourier,
no daremos la demostracién de estas propriedades, pero si, fuera del interés del lector
puede mirar el libro de Lawrence Evans Partial Differential Equations, 2* edicién,
pagina 189 donde estan demostradas las propriedades de 1-3. La tltima sigue de la
definicion de la transformada de Fourier y propiedades elementales de las integrales.

Considere nuevamente el problema homogéneo (2.1.14),
{ut—Au:O, t>0, zcR?
u(0,z) = g(x), r € R?
Si para cada t fijo aplicamos la transformada de Fourier en la variable x tenemos
a(t,y) — Au(t,y) =0, t>0, yeR
{6(0, ) =3y), y € RY

Por la propiedad 1, si tiene
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d
iy (t,y) — (i° Zy?)ft(t y) =0

Integrando esta EDO con respecto a t, considerando y un parametro fijo, se
obtiene

a(t,y) = gly)e ",
Por la propriedad 2, si tomamos G=ct" se puede escribir

(2m)" (g% G) = §G

por tanto
= (2m) " (g* Q)

Asi, por las propiedades 3 y 4,

(2.1.21) u(t,z) = u(t,z) = (27)"Y%(g * Q)

donde

X 42 ; 1 iy —tlyl2 1 izy—tlyl2
G—(C— (e tlyl ) — L /de Yoty dy = e /de y—t|y| dy
R R

T\ 4/2 _\i\f 1 |22
) BRCHEEN

d
1 | ) 1
_ ixiy—tlysl° 4., — _(Z
(2122) = | |/e Ry, = (t
j=1"R

donde la integral (2.1.22) viene calculada en el lema siguiente. Por tanto (2.1.21)
puede ser escrita como

" . 1 _\»’Czy|2
ult:2) = e [

que es la solucién de la ecuacién del problema (2.1.14).

9(y)dy

LEMA 2.1.23. Seat,x € R, t > 0 se tiene

1/2 g2
eMy%wwdy::<z> Lty
R t
DEMOSTRACION.

. _(41/2, = o |zf?
/www@:/eayww *dy.
R R

. . 1 2 x . .
Imponiendo z = /2y — 2251/22’ se obtiene
-~ 2
/emy”y' dy = —6751/4; /eZZdz.
R 2l
donde ~y denota el contorno {z : J(z) = —257/22} en el plano complejo. Deformando

v en el eje real (ver Teorema A.0.8, y el ejemplo 1 en [6, pag 42-43]), obtendremos

/e_Zde = / e_dey =/,
¥ R
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donde la ultima identidad sigue del Lema 2.1.5. Por tanto

/eimyty|2dy — <§) 2 e*%.
R

2. Problema no homogéneo

2.1. El problema no homogéneo con dato inicial nulo. Estudiemos pri-
mero la EDP no homogénea con dato inicial nulo, es decir

— Au= f(t, t>0,z € R?

(2.2.1) w = Bu = f{,) !
u(0,2) =0 reR

donde por simplicidad vamos a imponer que f € C’tl, f([O, ) x R%) y tiene soporte

compacto. Vamos empezar por escribir la solucién fundamental,

1 lemyl®
(2.2.2) Ot —s,z—y) = @@;Wﬁe“f) si t—s>0
0 st t<s

LEMA 2.2.3. Sea ® definida por (2.2.2), entonces
(1) &—AdP=0 si t—s>0
(2) P;+AP=0 si t—s>0.

Se puede probar por calculo directo que ® verifica el lema anterior con respecto
atyaxen el apartado (1) y, como funcién de s y x en el apartado (2), lo cual
es claro por tener s signo contrario a t. Ademas si el laplaciano fuera tomado con
respecto a y también sigue verificando el lema.

Como ya vimos en casos anteriores, de igual modo ® verifica el siguiente lema.

LEMA 2.2.4. Sea ® definida por (2.2.2), entonces
/@(t—s,a:—y)dyzl (t—s>0, xcR%
Rd

DEMOSTRACION. Para probarlo basta hacer un cambio de variables y obtendre-
mos la integral de la funcién gaussiana,

1 lo—y|2
d(t — —y)dy = ————— T 49
/Rd( 5T~ y)dy [4w<t—s>]d/2/Rf Y

At )2 g
R EE /R "z =1,

En (2.2.1) para t fijo tomamos la transformada de Fourier en x.

Wt €) = —[€a(t, &) + f(t,€) t>0,6 eRY
@(0,€) =0 £ eR?

Ahora, fijando &, llamo U(t) = a(t,&) y F(t) = f(t,f), sigue que
(

{U) —EPU) + F(1)
U(0) =0
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Resolviendo esta EDO en t, por el método de variacién de las constantes, se obtiene

t
U(t) = / F(s)e P05 g
0

alt,z) = /Ot f(s’g)ef\ﬂz(tfs)ds

Tomando transformada de Fourier inversa,

ult,z) = it (/ F(s, €)e ds)v(x)
_ / (F(s. e )" (@) s,

donde el intercambio de integrales es formal, si bien se justifica por ser funciones
continuas en un compacto. De igual modo al hecho anteriormente

ult, z) = /Ot <f(s, ) Bt — s, -)> (z) ds

zf \2
0
t 1 lo—yl? —y\2
(225) U(t,l’) :\/0\ W/ e 4t=s) f(S y)dyds

es un candidato a solucién de (2.2.1). Para probar con rigor que este candidato es
solucién, seguimos la demostracién de [1, Theorem 2, pag 50].

Asi

Por tanto

TEOREMA 2.2.6. Sea u definida como en (2.2.5) y, f € C’tl’f([(), ) x R?) de
soporte compacto, entonces

1. u(t,z) € C12(]0,00) x RY)
2. u— Au= f(t,r) (t>0,2€R?

3. lim  wu(t,z)=0 Vo€ R?

(t,x)—(0,20)

DEMOSTRACION. 1. Es una consecuencia de las hipétesis sobre f. No obstan-
te, dado que ® tiene singularidad en (0,0) no se puede justificar la diferenciacién
directamente sobre la integral. Haciendo un cambio de variables, escribimos

ult,z) = /Ot /Rdtb(s,y)f(t 50— y)dyds

Como f € C’tl’ 2([0,00) x R%) y tiene soporte compacto, podemos aplicar el Lema de
derivacién de integrales paramétricas, (Teorema A.0.6), y deducir que

w(t, ) = /0 /Rd O(s,y)fi(t — s, x —y)dyds + /Rd O(t,y)f(0,z —y)dy
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t
Uy = / / D(3,Y) fo,e,(t — 8,2 — y)dyds 1=1,2,...,d
0o Jre

Por tanto, u;, D?u, asf como u, D,u pertenecen a C([0,00) x R?).

2. Calculamos por tanto

w(t,z) — Ault, ) //R sy[(i— ) s,x—y)}dyds
+ [ @02 = iy
/O/RdCI)sy Kaa Ay)f(t s,x—y)}dyds
+/ /qu)(s,y [( 2 Ay>f(t—s,x—y)}dyds

+/d O(s,y)f(0,2 —y)dy
R
— Il + IQ + 13

[ fomnl(4-s) e
g/os/Rdcp(s,y)‘(%—AO f(t—s,x—y)’dyds

< [ ] 0 (1550 = s =)l 18,50 = s = )] ) s
< (s + 1027 [ [ @iy

§C/ ds = eC.
0

Para [, consideramos primeramente la integral de abajo, usamos el teorema de
Fubini-Tonelli (Teorema (A 0.10)), e integramos por partes con respecto a s,

//Rd sy ft—s,x— )}dyds—/fb(ty)f(ox_y)dy

Por otro lado, con31deremos la integral siguiente, donde integramos dos veces por
partes con respecto a y, obtiendo

/: /R (s, 1) A [f(t — 5,2 — y)]dyds — [ /R A, (s, ) f(t — 5,7 — y)dyds,

donde hemos usado el hecho de que f tiene soporte compacto. Deducimos de los dos
calculos anteriores que

Iz=/Rd@(ay)f(t—ax—y)dy—/Rd@(t,y)f(&w—y)dy

donde
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+/: /R {(% _ Ay)q)(s,y)} F(t — s,z — y)dyds

= /]Rd (I)(&T,y)f(t—&f,l’—y)dy— ]37

dado que ® es solucion de la ecuacién del calor. Por tanto, haciendo ¢ — 0
w(t, x) — Au(t,z) = lim {60 + / O(e,y)f(t —e, o — y)dy}
e—0 Rd

—ttm [ Byt —e.x—y) — f(t.o—y)ldy + / D(e,y) [ (tz — y)dy

e—0 R4 R4
:f<t7 'T)a

donde el primer limite utiliza la continuidad uniforme de f y [, ¢(e,y)dy = 1,
mientras que el segundo limite usa la propiedad de aproximacién de la identidad de

{®(e,y) }e>0, de la misma forma que en la demostracion de 3 en el Teorema 2.1.16.
3. Nota que

ju(t, z)| =

/ot /R Oz —y,t — ) f(s,y)dyds

< [ [ #@ =t =s)ls s

t
S// Oz —y,t—s) sup |[f(s,y)ldyds
0 JRd (

0,00) xR

¢
:||f||Loo/ds:t||f||Loo—>0; t—0
0
]

2.2. Solucion del problema no homogéneo con dato inicial g. El si-
guiente teorema resuelve el caso no homogéneo para datos iniciales generales.

TEOREMA 2.2.7. Sea g € C(R?Y) y acotada, f € C’t{f([(),oo) x RY) de soporte
compacto. Entonces la funcion

¢
uta) = [ ot —pg@dy+ [ [ 0t sz =) f(s,0)dyds
Rd 0 Jre
cumple u € C([0,00) x R?) N C*°((0,00) x R?), y es solucion del problema

u — Au = f(t,x) t>0,z€R?
(22.8) {u(O, z) = g(z) r € R?

DEMOSTRACION. Llamamos

wita) = [ (=i

u?(t, ) :/Ot /Rdé(t—s,x—y)f(s7y)dyds.



Como se ha visto en los Teoremas 2.1.16 y 2.2.6, la funcién u
problema homogéneo

ui(t,z) — Aul(t,z) =0, t>0, ze€R?
ul(0,x) = g(x), x € R
y u? resuelve

u(t,z) — Au?(t,z) = f(t,z), t>0, xR’
u?(0,x) =0, xr € R?

Sumando ambas funciones el teorema sigue facilmente.
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Capitulo 3

Resultados clasicos de unicidad

En esta seccion nuestro objetivo es presentar los resultados mas importantes
de unicidad de la ecuacion del calor. La primera seccién contiene el ejemplo de no
unicidad de Tychonoff para el problema de Cauchy en R. En la segunda seccion
probamos unicidad para dominios €2 acotados, usando el principio del maximo y la
formula del valor medio. Finalmente en la tercera seccién demostramos un criterio
de unicidad en R?, que dice que ésta se cumple si pedimos que las soluciones sean
acotadas, o incluso con crecimiento gaussiano. Como bases de estudio hemos uti-
lizado los siguientes libros: [1] de Lawrence Evans Partial Differential Equations,
secci6én 2.3; [5] de Ireneo Peral Alonso Primer Curso de Ecuaciones en Derivadas
Parciales, secciones 6.1 y 6.2.

1. Ejemplo de Tychonoff

El ejemplo siguiente nos dice que no se puede esperar la unicidad sin condiciones
adicionales; el mismo es debido a Tychonoff.

EJEMPLO 3.1.1 (Tychonoff). No unicidad de solucion del problema de Cauchy
para la ecuacion del calor en R.

Consideremos el problema

— Ugy — Y, t 5 ]R7
(3.1.2) U — U 0 >0, z€
u(0,2z) =0, xze€R

Una solucién trivial es la solucién nula. Queremos obtener otra solucién de (3.1.2).
Para ello usaremos el problema

Up = Uz, (t,r) € R?,
(3.1.3) u(t,0) =g(t), teR
ue(,0) =0, teR

Elegimos ¢(t) = 0, si t < 0 para que tengamos u(0,z) = 0, y buscamos una
solucién de (3.1.3) que se pueda escribir como

(3.1.4) u(t,z) = gu(t)a”

Suponiendo regularidad suficiente, de manera que podemos pasar las derivadas
dentro de la serie en (3.1.4) y sustituyendo en la ecuacién del calor (3.1.3), obtenemos

(3.1.5) > ght)zF = k(k — 1)gi(t = 5" k(k — 1)gy(t)*?
k=0 k=0 k=2
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y para que verifique los datos en (3.1.3) elegimos,

g(t) =9g) y o(t)=0,
de (3.1.5) resulta

Z Z (k+2)(k + 1) gpio(t)a”
k=0

k=0

ge(t) = (k+ 1)(k +2)gri2(t) = grsa(t) =

Por tanto,
» Si k=2n+1, g(t)=0;

1 a

S k= glt) = g go()

Sustituyendo en (3.1.4) se obtiene,

> 2n dn

Xz
(3.1.6) Z )1 d

0

Asi, por conveniencia elegimos g de manera que (3.1.6) sea de hecho una solucién

de (3.1.2)

e t? t>0
3.1.7 t) = ’
5.17) o(0) {0 il

n

d
Claramente, g € C*°(R) y %9(0) =0, con lo que se verifica u(0,z) = 0 en (3.1.2).
Ahora tenemos que verificar que (3.1.6) es convergente. Para ello, estudiemos
drg(t)
d n
férmula integral de Cauchy (ver corolario A.0.9) sobre el contorno
I'={zeC:|z—tl =0t}

con § € (0,1) a determinar. Se puede ver facilmente que g(z) es holomorfa si £z > 0,
y en particular en un entorno que contiene al interior del circulo I'.
De esta forma se tiene

d” n! g(2)
L= Iy
a9 = o / (z — )1 ”
Sizel, z=t+0te® = dz=1i0tedyp , ¢ € [0,2n], entonces

d" n! 2" g(t + Ote'?) n! g(t + Ote'?)
I t e o N a4 /Ld) d —d .
dt”g() 2m'/ (Otei®)n+1 (i6te)dg = 27T/ (Oteio)n ¢

el comportamiento de como funciones de variables complejas, utilizando la

Ahora veamos que

n! (2" |g(t + 0te'?)| n! (2" |g(t + Ote'?)|
L < [ e g, e [l e )]
il )’ = or / AT / (0t)"

n

de
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Eligiendo 6 suficientemente pequeno, de tal modo que
, 1
RI(1 + 0e)7?] > 5 Ve [0, 27]
tenemos s
. _ 1 1 Nid 0e'?)
gl (1 + 6e)]| = ¢ TR | = < ea
por tanto

dr n! [ efzi2 n' e ~az
—q(t) < — ——d¢ _?
il )‘ = 277/0 (0t)" / d¢ = et i

Sustituyendo esta estimacién en (3.1.6) tenemos,

u(t )] < 3 3 d"(ﬂ 2 _ S Jal nl
u xz —_— e 2t
) — n | — | n
dt (2n)! o (2n)! (6t)
|SL‘|2n 1 _ 1 i |:|x‘2:|n 1 (@,ﬁ)
Z — — | —eT22 =elet T2
- |
— 1(60)] n!
ya que por induccnon matemdtica se comprueba que (2n)! > (n!)? y por Taylor se
tiene que e* = E x_' Concluimos que la serie (3.1.4) es sumable en todo z € R
n!
n=0

y t >0,y que u(t,z) es continua y tiene regularidad para que se pueda pasar las
derivadas dentro de la serie. Ademas, la sumabilidad es trivial para t < 0, donde
sale u(z,t) = 0, y de la estimacién anterior se deduce también que

lim u(t,z) =0, VzeR

t—0t

Todo lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1.8. Euxiste una funcion u(t,z) € C([0,00) x R)NC*((0,00) x R),
no identicamente nula, y tal que

w(t,x) = uge(t,z), (t,z) € (0,00) x R
u(0,z) =0, relR
En particular, el problema de Cauchy en (3.1.2) no tiene unicidad.

DEMOSTRACION. Si suponemos que la unicidad es cierta en este caso, entonces
tendria que ser u = 0, pero el ejemplo de Tychonoff sirve como un contra-ejemplo.

O
Mas tarde, en el Teorema 3.6.9, veremos que cuando se imponen ciertas condi-

ciones sobre el crecimiento de las soluciones, éstas son tinicas.

2. Formula del valor medio

DEFINICION 3.2.1. Sea Q2 € R? un dominio abierto y acotado, con frontera OS2
reqular (ver Definicion A.0.1). Para 0 < T < oo definimos el dominio producto

DT = x (0, T),
y llamamos frontera parabolica de Dt al conjunto

(3.2.2) Ty = (Q x {0}) U (99 x [0,T]).
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Consideremos D7 como definido anteriormente y supongamos que u(t, x) es so-
lucién de la ecuacién del calor. A continuaciéon presentamos la importante formula
del valor medio que afirma: u(t, ) es igual a la media ponderada de u en las “bolas”
E(t,z;r) C Dr, definidas como sigue.

DEFINICION 3.2.3. Sea z € R? fijo, t € R, r > 0 definimos
1
E(t,x;r) = {(s,y) ERXxRY:s<t,d(t—s,0—y) < —d}.
r

Este conjunto es una region en el espacio-tiempo, cuya la frontera es un conjunto
de nivel de ®(t—s, z—y). Observa que el punto (¢, z) coincide con el extremo superior
de E(t,z;r). Este conjunto E(t,z;r) es conocido también como “bola de calor”.
A continuacién veamos algunos resultados que van a ser ttiles para demostrar el
teorema siguiente.

Por la definicién anterior, si (s,y) € E(t,z;r) se tiene

1 _lz—yl? 1

An(— s " S

lz—y|?

rle” = > (4n(t — s5))¥2
Aplicando la funcién logaritmica, sigue

_lz—y? d
2

dlogr +loge 4= > —log(4n(t — s))

[z —y* d
3.2.4 dl — ——— — —log(4n(t — > 0.
(3:2.4) o8 i ~ g lealdn(t — ) 2
Llamando z =x —y, 7 =t — s > 0, de la desigualdad anterior se tiene que
2 d 2
% <logr? —log(4n7)¥? = 3 log 4;—7

2
12> < 2d7 log4;—7_ =: R(7).

Por tanto, siempre que la expresion de la derecha sea > 0, la interseccion de E(t, x;r)
con el plano s =cte serd una bola en R? con centro = y con radio

VR(t—s).

Cuando R(7) = 0, dicha intereseccién se reducird al punto y = x. Veamos cudndo
se tiene R(7) = 0. Por un lado,
lim R(7) = 0.
Mg, A7)
Por otro lado, si 7 > 0 entonces
2
R(T) =0 <= 4717 =1? <= s:t—4—.
T
Es decir, si (s,y) € E(t, z;r) entonces

7"2

(3.2.5) t—— <s<t.
47
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Ademas, de la definicién y los cédlculos anteriores sigue que
Et,z;r) = (t,z) + £(0,0;7),

Por lo tanto, usaremos la bola de calor F(0,0;r) para algunos de los célculos que
siguen. Para demostrar el teorema abajo, seguimos la demostracién de [1, Teorema
3, pag 53].

TEOREMA 3.2.6 (Propriedad del valor medio para la ecuacién del calor). Sea
u € Ct{f(DT) solucion de la ecuacion del calor, entonces

(3.2.7) u(t,z) = id/ u(s,y)l — y|2dyds
4r E(t,x;r) (t - )

para cada E(t,x;r) C Dr.

Observe que en el miembro derecho de (3.2.7) solo involucra u(s, y) para valores
de s < t, y esto es razonable dado que u(¢, x) no puede depender de tiempos futuros.

DEMOSTRACION. Un cambio de variables nos permite considerar z = 0y ¢ = 0.
Sea E(0,0;r) = E(r), escribimos

2
d// |y| 1 4y as
.

Haciendo un nuevo cambio de variables, s = r25 y y = 77, se tiene

2
// u(r?s, ry) ‘yl dyds.
: 9l
- // (Z Uy, Uj + 2r3us) —- 2 dyds
E(1) j=1

2 2
// Z ug, 7 ~|y‘ T 2rus |dgjd§,
BE(1)

|y!2 !1/|2
T pdl // Z ;Y T s

:A+B

Calculamos su derivada

por tanto

Ahora introducimos la funcién
U(s,y) = —glog(—47rs) + w
’ 2 4s

Claramente en la frontera de E(r), ®(—s,y) = r~¢. Se tiene que

+dlogr, (s,y) € E(r).

lyl*

d
)= —5 log(—4ms) + P log ¢

= —g log(—4ns) + =— — log ®(—s, y)
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__d lyl* d ly*
=3 log(—4ms) + T 173 log(—4ms) + s loge
es decir ¥(s,y) = 0 en OE(r). Ademads
_ Y
¢yj 287

Por tanto, podemos escribir

= // dug Zy]wyldyds
= il /L(T)4Z<usyj)wyidyd8

j=1
Integrando por partes con respecto a y, y visto que ©» = 0 en 0F(r), se tiene
d

1 0
B=——— 4 — (usy,; )y, dyd
rd+1 //E(r) ;ayj (usy;) ¥y, dyds

— I //E( )4dusw +4Zu8y y;dyds.

Jj=1
Ahora, visto que

usamos el teorema de Fubini-Tonelli (ver Teorema A.0.10) e integramos por partes
con respecto a s en el segundo sumando del miembro derecho, nuevamente usando
el hecho de que ¢(s, y) = 0 en OFE(r), sigue

d
d |yP
2d &
=i // —4dug)) — ~ Zuyjyjdyds — A.
j=1

Consecuentemente, visto que u resuelve la ecuacién del calor, se tiene

#(r)=A+B

d
2d
= o // —4dAuyp) — ~ Zuyjyjdyds
i=1

integrando por partes la primera expresién del miembro derecho con respecto a vy,

se tiene

o7 ¢
T it / / 4‘12 Uy; 1y, — Z wuy,y;dyds

j=1

1 Yy 2d &

_ i

) 3 e

E() =1 j=1
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2d
= // oy Z <2duy] ~ U y]> dyds = 0.

Por tanto ¢(r) es constante, y para calcular su valor tomamos
lyl*

//E() -

Por tanto, el teorema quedara demostrado si comprobamos que

2
1= // %dyds =4.
E(1) S

Esta tltima identidad la probamos separadamente en el siguiente lema.

2
// i —-dyds =4
5 5

DEMOSTRACION. Recordar que E(1) = E(0,0;1). Teniendo en cuenta los célcu-
los que preceden (3.2.5), podemos parametrizar el conjunto F(1) como

LEMA 3.2.8.

1
— 1= S5 <0, |yl < /2dslog(—4rs).
T

Para s fijo, denotamos Dy = {y syl < \/2ds log(—47rs)}, y calculamos

2 0
1
I :/ ‘yi dyds —/ - ly|2dyds.
B(1) S -+ 5% Jbp,

Pasando a las coordenadas polares y = pw, w € S4!, se tiene

0 1 v/ 2ds log(—4ms) 5 41
]:/ —2/ / |pw|*p®™ " dw dp ds
,ﬁ S 0 Sa_1
0 1 v/ 2dslog(—4ms)
— |Sd_1|/ —2/ p?p*tdpds
_1 S 0
67r

3 1
- |de—+12| -3 (V/2dslog(—4rs)) " ds
wio Sﬂ Lo o E
— (20) % |di§| | 2(59)F (~log(—47s)) F ds
2|5 U :
_ (202 15l (=5)2 7 (— log(—4ms)) F ds.

d+2
Tomando log(—4ms) = —z



40

q+2 ir dz
a2 |Sq—1| 1 / +°° g 4
= (2d d
@d) = e |, )? :
d+2 |Sd 1’ teo
2d 523t
~ (o) 5 4W/O A4
Llamando ¢; a la constante que precede a la integral, y cambiando variables
2z =2y
d

V]

2\ 22 e y
I = ¢4 <(_l> /0 e Yuztdu
d
2\2™ 4
= — I'(=+2
Cq (d) (2 + )

donde hemos usado la funcién gamma de Euler

— OO —T t 1de
0
Si ahora usamos la propiedad ['(t + 1) = tI'(¢), y la férmula para la medida de la
esfera unitaria
dr?/?
S| = =7
I +1)

entonces el calculo anterior nos lleva a

s dr/? 2\ 2 /d d
- @@ " T T (3) (5+)rG+n=4

d+2

3. Principio del maximo

Una consecuencia de la propriedad del valor medio es el principio del maximo,
que después usaremos para probar la unicidad en dominios acotados. Para demostrar
el teorema abajo, seguimos la demostracion de [1, Teorema 4, pag 55].

TEOREMA 3.3.1 (Principio del maximo fuerte para la ecuacién del calor). Sea
Q C RY un dominio conexo y u € C’;f(DT) N C(Dr) solucion de la ecuacion del
calor en Dy = Q x (0,T). Si eziste (to,x0) € Dr tal que

u(to, xo) = maxu(t, )
Dr

entonces u(t,x) = u(ty, o), ¥ (t,) € Dy,.

DEMOSTRACION. 1. Supongamos que u alcanza su maximo en (tg,z9) € Dr,
llamamos

u(ty, rg) = M := méxu.
Dr
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Sea r > 0 suficientemente pequenio tal que F(to,xo;7) C Dr. Por la propiedad
del valor medio podemos escribir

1 |70 — yI?
M = u(to,l‘o) = w//]ﬂ@ )U(S,y)mdyds
0,20;7

2
(3.3.2) < // M=y 0 I dyds = M
E(to,zo; 7”) to - 8)

donde hemos utilizado en la desigualdad que u(s,y) < M, y en la ultima igualdad
el Lema 3.2.8 que nos da

2 2
E(to :)301” to_s r

siendo zo —y = z, 19— s = p. Por tanto, en (3.3.2) tenemos una igualdad, que
podemos escribir como

|$0 — QP
— — 2 dyds = 0.
4rd // - M= uls, ) = s duds

Como el integrando es no—negatlvo, esto solo es posible si se tiene
u<87y) EM? V(S,y) GE(t07x0;r)'

Hemos probado que u es constante en cada conjunto F(tg,xo;r) C Dp. Veamos
cémo deducir de aqui que u es constante en todo Dy,.

Sea (S0,%0) € Dy, es decir yo € Q 'y so € (0,t9), y supongamos que el segmento
rectilineo R que empieza en el punto (o, z¢) y termina en el punto (sg, yo), cumple
que R C D,,. Consideremos

ro = ml'n{s € [so,to] | u(t,z) = M, V (t,x) € R tal que t € [s,to]}.

Supongamos que ry > Sg. Entonces tendriamos u(rg, z0) = M para algin z, tal
que (r9,20) € RN Dy, y por lo tanto tendriamos u = M en E(rg, zo;7), para r > 0
suficientemente pequeno, por la primera parte de la demostracién. Ademaéas como
ro > So, ciertamente E(rg, zo;r) contiene RN {rg — e <t < ro} para algin & > 0.
Esto quiere decir que 1y no es el minimo, o sea es una contradiccion. Por lo tanto se
concluye que ry = sq, es decir u = M en todo el segmento de recta R.

2. Si Q fuera un dominio convexo (por ejemplo, una “bola”) la demostracién es-
tarfa concluida, pues D, también seria convexo. Pero en el caso general no siempre es
posible conectar (tg, zo) con otro punto de D,, con un segmento rectilineo. Pero como
() es conexo, fijado z € €2, siempre existe un nimero finito de puntos xg, x1,..., Ty
en ), con cada segmento [x; 1,2;] C Q, ¢ =1,---m, y de modo que x,, = x. Asi,
para para cada t € (0,ty) fijo, podemos tomar tiempos ty > t; > --- > t,, = t, tales
que la linea poligonal formada por los segmentos [(t;_1,x;—1), (t;, z;)] esté contenida
en Dy,. En conformidad con el paso 1, u = M en todos estos segmentos de recta, y
por tanto u(t,z) = M,V(t,z) € Dy,.

O

Veamos que el principio del méaximo fuerte implica que u siempre alcanza su
maximo en la frontera parabdlica.
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COROLARIO 3.3.3 (Principio del méximo débil para la ecuacién del calor). Sea
Q C R? conero y acotado, y sea Dy = (0,T) x Q. Siu € Cp(Dr) NC(Dr) es tal
que
u=Au en Dr=(0,T) %,
entonces, para cada t € (0,T) se tiene

MAaxX U = MAax u.
ﬁt Iy

DEMOSTRACION. Por reduccién al absurdo, supongamos que para ¢t € (0,7) fijo
se tiene

(3.34) M = maxu > maxu.
5t Ft

Entonces existe (tg,zo) € D; \ Iy tal que M = u(ty, 7). Por la definicién de la
frontera parabdlica en (3.2.2), necesariamente z € 2y tg > 0, es decir (to, x9) € Dr.
Podemos pues aplicar el Principio del Maximo Fuerte y deducir que u = M en D,,.

Pero esto implica que u = M también en I';, lo que contradice (3.3.4).
O

Ahora veamos algunas importantes aplicaciones del principio del méaximo.

4. Unicidad en dominios acotados
Comenzamos con la ecuacién homogenea.

COROLARIO 3.4.1. Sea Q un dominio acotado de R? y sea Dy = (0,T) x Q.
Siu € C;f(DT) NC([0,T) x Q) es solucion del problema
w—Au=0 (t,z) € Dy
(3.4.2) u(t,z) =0  (t,x) € I'p
u(0,2) =0 z€

entonces, u =0 en Dr.

DEMOSTRACION. Basta probar que u = 0 en D; para cada t € (0,7). Como
u € C’tl’f(Dt) N CDy) y cumple (3.4.2), por el principio del maximo débil se tiene

maxu = maxu = 0
Dy Iy

Por tanto, u < 0 en D;. Aplicando el mismo razonamiento a —u, se concluye que
también —u < 0 en Dy, y por tanto que u =0 en D;. ([l

A continuacién deducimos la unicidad en el caso no homogeneo.

TEOREMA 3.4.3 (Unicidad en dominios acotados). Sea € un dominio acotado
de R? y sea Dy = (0,T) x Q. Si g € C(I'y), f € C(Dr), entonces existe a lo sumo
una solucion u € C,if(DT) NC([0,T) x Q) para la EDP

{ut(t,x) — Au(t,z) = f(t,x) en Dr

(3.44) u(0,2) = g(z) en Dr
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DEMOSTRACION. Sea u' y u? dos soluciones de (3.4.4). Definimos v = u' —u? y
observamos que cumple las condiciones del Corolario (3.4.1). Concluimos que u = 0
en Dr, y por tanto

u' =u?®,  en Dry.

5. Unicidad en R?. El caso homogéneo

El teorema 3.1.8 nos dice que el problema de Cauchy para la ecuacién del calor
en R tiene siempre mas de una solucién. No obstante, vamos a demostrar que si
nos restringimos a ciertas clases de funciones entonces se puede tener unicidad.
En primer lugar veamos que esto ocurre para la clase de soluciones acotadas del
problema homogeneo (2.1.14).

Obsérvese que no es posible aplicar directamente el principio del maximo, dado
que el dominio = RY no es acotado, y por tanto en la “frontera lateral” no hay
condiciones. Asi, para solventar esta dificultad haremos un proceso de comparacion
con ciertas soluciones explicitas de la ecuacion del calor. Es facil verificar que los
polinomios

|z ?
we(t, x) = a2t + 7), aelR

son soluciones de la ecuacién del calor en todo R x R%. En efecto,
O [wa(t, z)] = 2

1 : 2 2oed
Awa(t’x) = C_i Zaxjxj(aiﬁj) = 7 = 2«
j=1

de donde sigue que w; = Aw.
Para demostrar el teorema abajo, seguimos la demostraciéon de [5, Teorema
6.2.3, pag 302].

TEOREMA 3.5.1 (Unicidad para el problema de Cauchy homogéneo). Sea g €
C(RY) y acotada. Entonces existe a lo sumo una solucién acotada u € C°°((0, 00) x

R4 N C([0,00) x RY) del problema
P) uy — Au =0, reR? t>0,
w(0,2) = g(z), R
DEMOSTRACION. Sean u! y u? dos soluciones de (P) tales que |u'| < M; y
|u?| < M,. Llamamos
M = méX{Mh MQ}
Definimos la funcién v(t,z) = u!(t,z) — v*(¢, x), de modo que v € C*°((0,00) x
RY) N C([0,00) x RY), v es acotada y
v(t,z) — Av(t,z) =0 (t,z) € (0,00) x R?
v(0,2) =0 reR?
Esto 1ltimo sigue de
vy — Av = (uf — Au') — (uf — Au?) =0
v(0,2) = g(z) —g(x) =
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Queremos aplicar el principio del maximo a v(¢,z), pero directamente no es
posible en todo el dominio R?. Para soslayar esta dificultad, para cada r > 1,
consideremos la bola B, = {|z| < r} y la funcién

2dM 2
w,(t,x) = — (Qt-l- %) )

r

que como hemos visto es solucién de la ecuacion del calor en R x R?, y en particular
en (0,00) X B,.

Para cada T' > 0 fijo, llamamos C, = (0,7) x B,. Aplicando el principio del
maximo débil a la funcion

u(t,z) =v(t,z) —w.(t,x), en C,,
obtenemos que

(3.5.2) max u(t, r) = Ir%éxu(t, ),
C, -
donde ', = ({0} x B,)U ([0, T] x B,). Llamamos '} = ({0} x B,) y I'? = ([0, T] x
dB,). En T’} tenemos
2M |x|?

w, (0, ) = -

> [v(0,2)] =0

y por tanto u(0,z) < 0. En T2 si |y| =7

2dM 2 4dMt
wi(t,y) = 5 (2t + %) — 2 2M > 2M = 2max{ My, My} > |u(t, y)|
r r
va que |[v| < |[u!| + |u?|. Por tanto también se tiene u(t,y) < 0, |y| =r, t > 0. Asf,

(3.5.2) implica

u(t,z) <0, Vtel0o,T], Vz¢€B,
que es lo mismo que
(3.5.3) v(t, ) <w.(t,z), Vtel0,T], YzebB,
Exactamente el mismo argumento, aplicado a la funcién

u(t,z) = —v(t,x) —w.(t,z), en C,,
implica que © < 0 en I', y por tanto que

u(t,z) <0, Vtelo,T], VYz¢€B,
o lo que es lo mismo
(3.5.4) v(t,x) > —w.(t,z), Vtel0,T], Vzeb,.
Combinando ambas expresiones, (3.5.3) y (3.5.4), y haciendo 7' — oo, obtenemos

lu(t,z)| <w.(t,z), Vtel[0,00), Vazecb,.

Fijando z € R? la desigualdad anterior es valida para todo r > |z|, por tanto
haciendo » — oo se obtiene

lo(t, z)| < lim w,(t,z) =0,

=00

es decir, v(t,z) = 0, y como consecuencia

ut(t, r) = u*(t, z).
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Combinando el teorema anterior con el Teorema 2.1.16 obtenemos el siguiente
resultado de existencia y unicidad.

COROLARIO 3.5.5. La dnica solucién acotada del problema de Cauchy (P) del
Teorema 3.5.1 viene dada por

1 _\x—y|2 d
u(t,z) = W/Rde - g(y)dy, t>0, zeR

6. Unicidad en R? con crecimiento gaussiano

A continuaciéon demostramos un resultado de unicidad mas general que el Teo-
rema 3.5.1, donde las soluciones no son necesariamente acotadas, pero tienen a lo
sumo una cota superior gaussiana. Comenzamos con un principio del maximo adap-
tado a esta situacion. Para demostrar el teorema abajo, seguimos la demostracién
de [1, Teorema 5, pag 57].

TEOREMA 3.6.1 (Principio del méximo para el problema de Cauchy). Sea g €
C(RY), y sea u € C;f(((], T) x RYNC([0,T) x RY) una solucion del problema

(3.6.2) %Mwﬂ—ﬁwtho 0<t<T, zeR?

u(0,z) = g(x) r € R?

que ademdas satisface la estimacion

(3.6.3) u(t,z) < Ae®™® (0 <t < T,z € RY)
siendo A, a > 0 constantes. Entonces

sup u(t,x) = sup g(z).
[0,T) xR zER?

DEMOSTRACION. Obsérvese que la cota inferior es trivial, ya que

sup u(t,x) > supu(0,z) = sup g(x).
[0,7) x R4 R R

El objetivo es probar la cota superior.

1. Primeramente asumimos que

(3.6.4) 4aT < 1
Para algin ¢ > 0 se tiene

(3.6.5) 4a(T +¢) < 1
Fijando y € R?, i > 0 y definiendo

lz—y|?
U(t,x) = U(t, I’) — me“qﬂ%fﬂ (t > 0, T € Rd),

vemos que

w2
M%—%Lﬁﬁﬁ%
2T +e—t)z

Vyp. — )
Tj Tj
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C— )2 |z —v;l°
Vzju; = Wajo; — = az T e yj)d 1 et
20 +ec—t)z 4T +e—-t) =z
d —y? e—y®
Av — Ay — pd plz =yl | ety _y,
2T +e—t)2 4T +e—1t)=2

y por lo tanto
v, =Av en (0,T) x R%
Sea r > 0 fijo, tomando Q := B(y,r), Ds = (
principio del maximo a v, se obtiene

0,s) x B(y,r), y aplicando el

(3.6.6) méxv = maxv, Vse€ (0,7T),

D Ls

donde T'y = ({0} x Q) U([0, 5] x 99Q). Llamamos 'l = ({0} x Q) y T'? = ([0, s] x 99).

En T'! tenemos

lz—yl?
(3.6.7) v(0,2) = u(0,x) — We‘ﬂif) <u(0,7) = g(x), z€R.
En I'2, consideramos |[r —y| =7y 0 <t < s < T, y sigue que
1“2
v(t,x) = u(t,x) — We%ﬂet)
6 _

7‘2
< Aetl*l® — me‘“ﬂ—”, por hipdtesis
< Attt _ P s
= (T + )i/

visto que los denominadores son menores y que |z| < |z —y| + |y|. De (3.6.5) sigue
que
1

a < —4(T1+8) — dy>0talquea+~vy= TG EsE

En particular, sustituyendo en la expresion anterior tenemos
o(t,x) < AT _ y(4(a + 7)) Y 2elet

Como para r grande, (a + 7)r? crece mds rdpidamente que a(r + |y|)?, podemos
escoger un ro = 1o(Yy, vy, it, a, A) suficientemente grande de modo que

(3.6.8) v(t,z) <supg, Vtel0,T], |x—y|=r r>ro
Rd
Por tanto de (3.6.6), (3.6.7) y (3.6.8) se obtiene
o
t = ul(t - <
u(t,y) = u(l,y) T =iz =59

para todo t € [0,s], y paratodo s < T,y € R?y u > 0. Haciendo s — T~ y u — 0T,
resulta
sup u(t,y) <supg.
0,T) xR R4
3. Si (3.6.4) no fuera valido, repetimos la demostracion anterior en los intervalos
de tiempos [0, T1], [T1, 2T1], etc., para T} =

%.

O

Concluimos la seccidén con un teorema de unicidad.
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TEOREMA 3.6.9 (Unicidad para el problema de Cauchy no homogéneo). Sean
g € C(RY) y f € C([0,00) x RY). Entonces, existe a lo sumo una solucién u €
C2((0,00) x RY) N C([0, 00) x RY) para el problema

(3.6.10) u(t,r) — Au(t,z) = f(t,z) 0<t<oo, z€R?
o u(0,z) = g(x) r € R4

satisfaciendo la estimacion

(3.6.11) lu(t, z)| < Ae®™® (0 <t < 00,z € RY)

siendo A,a > 0 constantes.

DEMOSTRACION. Si u!' y u? son dos soluciones satisfaciendo (3.6.10) y (3.6.11),
entonces w = u! — u? y 0 = u? — u' cumplen ambas las condiciones del Teorema

3.6.1, para cada T' < oo, y con dato inicial
w(0,z) =0 = w(0,x)

Por tanto

sup w(t,x) = sup{0} =0
[0,T)x R4 zERd

de donde sigue que w < 0 en (0,7) x R, para todo T' > 0. De igual modo se obtiene
que w < 0, y por tanto concluimos

u' =u®, en (0,00) x R%






Apéndice A

Resultados Auxiliares

En el Apéndice recogemos algunos conceptos y teoremas auxiliares, que se han
visto y demostrado en los cursos de grado. Damos también una referencia donde se
pueden consultar los detalles.

DEFINICION A.0.1. Un dominio acotado D € R? se dice que es reqular si para
cada xo € 0D existe un entorno U de xo en R? y una funcion
p:U—R
continuamente diferenciable, de forma que

1.Vo(z)#0 si zel,
2.0DNU ={z €U |¢(x)=0},
3. DNU ={zeU|px) <0}

En ese caso se llama vector normal exterior en el punto xq € 0D a
1i(zo) = V(xo)/[Vip(o)|.

Se puede probar que 1 es un campo de vectores continuo en 0D, e independiente de
la eleccion de .

Ver [5] definicién 1.2.1, pagina 28.

TEOREMA A.0.2 (Teorema de la divergencia de Gauss). Sea D un dominio
reqular y F € CY(D) un campo de vectores. Entonces

/ (F. ) do / div(F)dz,
oD D

donde do es el elemento de area en 0D.

Ver [5] teorema 1.2.3, pagina 30.

El siguiente resultado se ve en los primeros cursos de calculo. La primera parte
se denomina criterio M de Weierstrass.

TEOREMA A.0.3 (Teorema de derivacion de series de funciones). Sea una su-
cesion de funciones continuas f, : (a,b) - C, n=1,2, ...

(i) SiSup,e(ap [fu(®)] < My, y se cumple Y-, - M, < oo, entonces la serie

f(l‘) = an(x)v YIS (a’a b),

converge uniforme y absolutamente en todo x € (a,b), y f € C(a,b)
(i1) Si ademds f, son derivables en (a,b) y se verifica que

sup |fr(z)| < M}, donde ZM;L < 00,

z€(a,b) n>1

49
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entonces la serie f(x) es derivable en (a,b) y se tiene

P = (L) =X 1w, e,

con convergencia uniforme y absoluta en todo x € (a,b).

TEOREMA A.0.4 (Teorema de la convergencia uniforme de series de Fourier).
Sea f: R — R 6 C una funcién 2mw-periddica y de clase C*(R). Entonces, la serie
de Fourier de f converge a f(x) absoluta y uniformemente en todo x € [—7,7].

Este resultado se ha visto en el curso [3]. Ver también [5], teorema 3.3.6, pag
163.

TEOREMA A.0.5. Sea {f,} una sucesion en L' tal que Y .~ [|fa] < co. En-
tonces la serie Y2 | fn(x) es convergente en casi todo punto x a una funcién de L',
y ademas se verifica

/(iﬁ(w)) dz = nf;/fj(a;) dz.

Ver [2] teorema 2.25, pagina 55.
TEOREMA A.0.6. Lema de derivacion de integrales paramétricas. Sea

[ X x[a,b) — C, (—o00 < a < b < o0), tal que para cada t € [a,b] la funcion
f(-,t) : X — C es integrable. Definimos

F(t) = /Xf(x,t)dx, t € (a,b).

Entonces
1. Siezisteun g € L'(X) tal que | f(t,z)| < g(x) para todo x,t, y si thn? ft,x) =
—to
f(to, x), Y, entonces

lfm F(t) = F(t).

t—to

En particular, si f(z,-) es continua para todo x € X, entonces F' es continua.
2. Si existe % (x,t) para todo x,t, y ademds existe una funcién g € L' tal que

0
Ef(xaw

entonces F' es diferenciable en (a,b) y se verifica
F'(t) = /%f(a:,t)dx, t € (a,b).

Ver [2] teorema 2.27, pagina 56.

< g(z), paratodox € X, t€ (a,b),

DEFINICION A.0.7. Sea v una curva en C, parametrizada por z : [a,b] — C
de clase O, y sea f una funcion continua en ~y. Definimos la integral de f a lo largo
de ~y por:

[ s | e



51
Ver [6] capitulo 1, seccién 3.

TEOREMA A.0.8 (Teorema de Cauchy). Sea f una funcion holomorfa en C.
Entonces, para toda curva cerrada vy se tiene

Lf(z) dz =0.

Ver [6], cap 2, teorema 2.2, pag 39.

COROLARIO A.0.9. Si f es una funcion holomorfa en un abierto §2, entonces
f tiene infinitas deriwadas complejas en ). Ademds si C' es un circulo cuyo interior
esta contenido en €1, entonces

! 0)
M) (o) = 1 —f ( do
1) 211 Jo (0 — z)nHl
para todo z € Int C'.

Ver [6] Corolario 4.2, pagina 47.

TEOREMA A.0.10. (Fubini-Tonelli)

(i) (Tonelli) Sea f : R x R™ — [0,00) medible y no-negativa, entonces las fun-
ciones

g(x) = Rmf(x,y)dy, zeRY hy) = [ flz,y)de, yeR™,

R4
son medibles, y ademds se tiene

(A.0.11) /R  Fa)dady - / ) [ ) f(x,y)dx} dy — /R d [ 5 f(x,y)dy] dz.

(ii) (Fubini) Sea f : R x R™ — C medible tal que alguna de las integrales que sigue

es finita
/Rm [/Rd!f(w,y)ldx] dy <oo 6 /Rd Um‘f(x’y)’dy} da < oo,

Entonces f € L*(RY x R™) y se cumple (A.0.11).
Ver [2] Theorem 2.37, pagina 67.
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