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SOLUCION PRIMER PARCIAL

VERDADERO O FALSO

Respuesta correcta 4 pts., respuesta incorrecta -2 pts.

Ejercicio 1.(16 pts.) Indicar si es verdadero (V) o falso (F):

Version 1

(1)

(4)

y(z) = EQIT*eZ es solucién de la ecuacién diferencial zy’ + (1 — )y = €2*
VERDADERO:
2x — 1)e*® + (1 — x)e® e* —e”
:Uy'—i—(l—w)y::lc-( ) x2( ) +(1-z) ——
_ Q-1+ (-2’ + (1 —w)(e¥ —e”) _we® 5
T X

Sig: (0,+00) — R es una funcién continua, entonces para todo t € (0,400) se tiene:

L7 (EL(g(t) = [y g(s)ds

VERDADERO:

Sea H : (0,400) — R la funcién H(t) = 1, tenemos

"L(g() = LOH(0)L(9(0)) = £((g % H)(1))

donde en la iltima igualdad se usa que la transformada de Laplace de la convolucion es
el producto de las transformadas. Aplicando la antitransformada a ambos extremos de la
cadena de igualdades, obtenemos:

£ (1e0)) = =m0 = [ g —ss= [ gtspts

S

La ecuacién diferencial & = ax? 4 bz + ¢ tiene un punto de equilibrio cualesquiera sean los

valores a, b, c € R.
FALSO: La ecuacién @ = 1 (a = b = 0,¢ = 1) no tiene puntos de equilibrio, ya que ¢ = 1 # 0.

Se considera la ecuacion diferencial lineal
X = AX
X(0) = Xo

1



donde el polinomio caracteristico de A € May2(R) tiene una raiz doble. Si X (t) = (x(t),y(t))
es una solucién no constante, entonces la funcién y(¢) tiene un maximo relativo o un minimo

relativo.

FALSO: La matriz A = Id tiene valor propio doble A = 1 y la curva X (¢) = (e, e') es una

t

solucién no constante. Sin embargo, y(t) = €' no tiene extremos relativos.

Version 2

(1)

y(z) = ehm_em es solucién de la ecuacién diferencial zy’ + (1 — z)y = €*
FALSO:
22 — 1) + (1 — z)e® e* —e”
xy’—i—(l—a:)y:x-( ) 962( ) +(l-z) ——
_ Q-1+ (1)’ + (1 —w)(e¥ —e”) _we?
z x

Sig: (0,4+00) — R es una funcién continua, entonces para todo t € (0,400) se tiene:

L (SL(9(t) = 59(t)

FALSO: Observar que la expresién de la derecha no tiene sentido: debe ser una funcién en
la variable ¢. Por ejemplo si tomamos ¢ : (0, +00) — R dada por g(t) = 1, se tiene:

L) ==

s s s

Por lo tanto £71 (1L(g(t))) = £_1(S%) =t+#1g(t)=1

La ecuacién diferencial & = 2% 4+ ax? + bx + ¢ tiene un punto de equilibrio cualesquiera sean

los valores a, b, c € R.

VERDADERO: Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene una raiz real
(una forma de verlo es tomando limites en +oo y usar Bolzano). Esto quiere decir que
cualesquiera sean los valores a,b,c € R, & se anula al menos en un punto, y por lo tanto ese
punto es de equilibrio de la ecuacion diferencial.

Se considera la ecuacion diferencial lineal

X = AX
X(0) = X,

donde el polinomio caracteristico de A € May2(R) tiene una raiz compleja con parte real
nula. Si X(t) = (x(t),y(t)) es una solucién no constante, entonces la funcién y(t) tiene un

maximo relativo y un minimo relativo.
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VERDADERQO: Si +ib son las raices del polinomio caracteristico, entonces A se escribe
como A =P (_g 8) P~! donde P = (£ ) es matriz de cambio de base. La solucién general
de la ecuacién lineal es:

X(t) = (p q) (7’0 cos(—bt + 90)> - (p cos(—bt + 6p) + gsin(—bt + 90)> '

r s ) \rosin(—bt + 0) r cos(—bt + 0y) + ssin(—bt + 6p)

Las soluciones recorren elipses centradas en el origen. La segunda coordenada y(t) = ro(r cos(—bt+

o) + ssin(—bt + 6p)) es una funcién periddica; tiene tanto maximos como minimos relativos.

MULTIPLE OPCION

Respuesta correcta 4 pts., respuesta incorrecta -2 pts.

Ejercicio 2.(4 pts.) Lo que sigue es el bosquejo del diagrama de fase correspondiente a una ecuacién
diferencial

X = F(X),
donde F : RZ — R2.

La opcién correcta es:

(—2,4y), 2>0,y=0
(4z,4y), <0,y >0
(4z,y), =<0,y<0
(—z,y), x>0,y<0

F(x7y) =

Es la opcién (2) en la versién 1 y la opcién (3) en la versién 2 (para saber cudl versién tenian mirar
el VERDADERO o FALSO).

Veamos que es coherente con el diagrama de fase. Para eso estudiamos la solucién X (¢) = (z(t),y(t))

con condicién inicial X (0) = (xg, yo) segin el cuadrante en que se encuentra dicho punto:



e Si zy9 = 0, entonces la solucién es de la forma X (t) = (0,y0e*) si yo > 0y X(t) = (0,yoe?)
si yo < 0. Por otro lado, si yo = 0, entonces X (t) = (xpe~%,0) si 29 > 0y X(t) = (z0e*,0)
si zg < 0. Esto nos da las soluciones que recorren los ejes, con el sentido indicado en el

diagrama en cada caso.

e Si g, 0 > 0, entonces la solucién es X (t) = (zoe™", yoe*’). Al estudiar el comportamiento a
futuro de X (¢) vemos que la primera coordenada tiende a 0, mientras que la segunda tiende
a +o00. Para el pasado la primera coordenada de X (t) tiende a +o0 y la segunda a 0 para el
pasado. Esto nos da las érbitas dibujadas en el diagrama en el primer cuadrante.

El comportamiento en el caso xg > 0, yp < 0 (cuarto cuadrante) es similar.

e Sizg < 0yyo >0 setiene X(t) = (zoe*, yoe’) = e*(x0,y0). Tenemos entonces que la
érbita de X (t) es una semirrecta y se cumple limy oo X (¢) = 0 y lim¢ 400 || X (2)]| = +o00.
Observar que esto es coherente con el dibujo de las érbitas en el segundo cuadrante.

e Si x0,y0 < 0, entonces X (t) = (zge*!, yoe!). De aqui podemos deducir que el comportamiento
para t — 400 y t — —oo es similar al caso anterior. Sin embargo las érbitas no son
semirrectas, pues al graficar y = y(t) en funcién de x = x(t) obtenermos

Y= ;34951/ 4,
0
Es decir, la érbita es el grifico de una funcién céncava, lo que se corresponde con la forma
que adoptan las orbitas dibujadas en el tercer cuadrante del diagrama.

Para descartar las demés opciones podemos hacer las siguientes apreciaciones:

e Tanto en la opcién (1) como la opcién (4) tenemos que la ecuacién X = F(X) es una
ecuacién lineal del tipo X = AX , con A € Mayyo(R) . Estas ecuaciones fueron estudiadas y
clasificadas completamente en el curso, incluyendo sus diagramas de fase, por lo que sabemos
que el diagrama de fase de la figura no se correponde con el de una ecuacion lineal. Mirando
por ejemplo el sentido de las flechas en el eje Oz, tenemos A((1,0)) = A(1,0), A < 0y
A((-1,0)) = v(—-1,0) = —v(1,0), v > 0, lo cual obviamente contradice que A((—1,0)) =
~A((1,0)).

e En la opcidn restante la solucién con condicién inicial (xg,yo) con g < 0y yo > 0 es de la
forma X (t) = (xoe!, yoe?). Se observa aqui que las 6rbitas en este segundo cuadrante no son

semirrectas como en el diagrama.

EJERCICIOS DE DESARROLLO

Ejercicio 3.(8 pts.) Se considera la ecuacién diferencial

(1) Hallar la solucién general de la ecuacién.

(2) Bosquejar el grafico de las soluciones y dibujar el diagrama de fase de la ecuacion diferencial.



utilizar el método de variables separables:

Luego integrando entre 0 y ¢:

t - t
/zdt—/dt
0o < 0

Aplicando el cambio de variable u = z(t) obtenemos:
t g ®)
/zdt:/w %du:—ligt):i_i

Del lado derecho integrando:

Luego:
S SRR B B
zo  z(t) z(t) o
Asi que:
1
w(t)_ 1
1

es la solucién de la ecuacion diferencial para todo zg # 0.

(2) Bosquejo gréfico de las soluciones:
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(1) Si zp = 0 la solucion es z(t) = 0 para todo t. En caso contrario, para hallarla podemos
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x_0=0.
x(1) = 1/(2-t)

Diagrama de fase:

77— —7r 7
0

Ejercicio 4.(12 pts.) Se considera la matriz A € M3x3(R). Se sabe que las raices del polinomio
caracteristico p(A) = |[A — AId| son —1, § + %i y & — %i. Ademds, A(1,2,3) = (-1,-2,-3) y
A(-1,14i,1—i) = (3 + 3i)(-1,1+4,1—4).

(1) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial X = AX.

(2) Hallar los puntos de equilibrio de dicha ecuacién y decir si son estables a futuro, justificando

su respuesta.

(1) La solucién general de la ecuacién es X(t) = e4*X,. Para calcular e tenemos toda la
informacién. En primer lugar, los valores propios de A son —1, % + %2 y % — %z por lo cual
sabemos que existe P € M3zy3(R) invertible tal que

-1 0 0
P'AP=E=|[0 1/2 1/3
0 -1/3 1/2



et 0 0
Ademés, por lo estudiado en el curso sabemos que e = [ 0 ¢3! cos(3t) e2! sin($t)
0 —e2! sin(3t) e%tcos(%t)

y por lo tanto et = PeP*P~1. Para hallar la matriz P también tenemos toda la informacion,
ya que el vector (1,2,3) es propio asociado al valor propio —1 y el vector (—1,1 44,1 — i)
es propio (en €'3) asociado al valor propio % + %z Descomponiendo el vector en parte real e

imaginaria obtenemos los dos vectores de R? que necesitamos:

(1,141 —i) = (=1,1,1) +4(0,1, —1).

1 -1 0
Por lo tanto, P= 12 1 1
3 1 -1

La solucién general de la ecuacién es entonces X (t) = Pef*P~1X,, donde P y ! son las

calculadas.

La ecuacién tiene un tnico punto de equilibrio en el origen ya que 0 no es valor propio de
la matriz A. Ademads, el punto de equilibrio es inestable, porque la matriz A tiene un valor

propio con parte real positiva.



