Vaciado de un tanque
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El proceso de vaciado de un tanque no es estacionario porque mientras el tanque se vacia, las
magnitudes que caracterizan al fluido varian en el tiempo. Demostraremos que, al disminuir
la altura del fluido en el tanque, también disminuye su velocidad y, consecuentemente, la
velocidad del flujo a la salida.

Estas notas exponen tres posibles soluciones al problema de vaciado de un tanque (ejercicio
3.2 del préactico 3). Dos de las soluciones se deducen con argumentos simples y aproximaciones
razonables. La tercer solucion, basada en el principio de conservacién de la energia, es mas
exacta.

1. Introduccion

La figura 1 muestra un tanque con un pequeno orificio en su base. Usaremos el subindice 1 para
describir las variables del fluido en la superficie libre y el subindice 2 para las variables en el orificio
de salida. Supondremos que en ambos extremos la presién externa es la presién atmosférica, es decir:
P =P =PF,.

La ecuacién de continuidad para fluidos incompresibles de densidad p establece una relacién entre las
velocidades de los flujos y las secciones del tanque y del orificio: Ajv; = Asvse. El caso més general no
estacionario supone que las variables senaladas en la figura dependen del tiempo.
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Figura 1

La ecuacién de Bernoulli puede aplicarse sin restricciones para analizar el caso estacionario de un
tanque que no se vacia. Cabe preguntarse si esa ecuacién es valida, también, para el caso no estacionario
del vaciado de un tanque. A continuacién, repasaremos los resultados més relevantes del caso estacionario
para luego demostrar que la velocidad de la superficie libre esta directamente relacionada con la variacién
temporal de la altura. Entonces, aproximaciones que son validas en el caso estacionario, dejan de serlo
en el caso no estacionario.

1.1. Tanque que no se vacia. Caso estacionario.

Si la altura h del fluido en el tanque es constante se puede aplicar la ecuaciéon de Bernoulli a lo largo
de una linea de corriente entre la superficie libre y la seccién de salida del fluido por el orificio (ambas a
presion atmosférica) para relacionar las velocidades con la altura del fluido en el tanque:
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Adems4s, considerando que la seccién del tanque es mucho mayor que la seccién del orificio (A1 > As)
la velocidad de fluido adentro del tanque puede despreciarse cuando se la compara con la velocidad de
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salida (v1 < v2), obteniéndose como resultado la ecuacién de Torriccelli que indica cémo varfa la velocidad
de salida con la altura del fluido en el tanque: vy = /2gh.

Este resultado coincide con la velocidad que adquiere una particula libre que, partiendo del reposo,
recorre una altura h en el campo gravitatorio. Sin embargo, el fluido confinado en el tanque tiene un
comportamiento muy diferente al de una particula libre. La incompresibilidad del fluido supone que las
velocidades v y v2 son uniformes en el tanque y en el cafio de salida (resp.).

Mas alla del orificio de salida, la velocidad del fluido no confinado aumentara debido a la accién del
campo gravitatorio y una presién atmosférica uniforme que no ejerce fuerza neta sobre los elementos del

fluido.

1.2. Tanque que se vacia. Caso no estacionario

Si la altura h(t) del fluido varfa en el tiempo, la velocidad del fluido en el tanque ya no puede
despreciarse porque contiene informacién de cémo diminuye esa altura: % < 0. Para confirmar esto,

basta observar que la masa en el tanque mr(t) = pA;h(t) disminuye porque existe un flujo méasico nis(t)
por el orificio:

d’;—tT(t) = —mig(t) donde: (2)
Iy = o Dy Q
ma(t) = pAgva(t) (4)

Considerando, como es habitual, que el fluido en el tanque se mueve con una velocidad de médulo v (t)
se deduce que: i
vit) = - ()
Si las magnitudes fisicas relevantes varian en el tiempo, no es evidente que podamos aplicar la ecuacion
de Bernoulli, deducida bajo la hipétesis de flujo estacionario. Por eso, en la siguiente seccién usaremos
argumentos simples y aproximaciones razonables para presentar dos posibles soluciones no exactas del
problema 3.2, dejando para més adelante (Sec. 3) una solucién més analitica del problema de vaciado de
un tanque.

2. Dos soluciones aproximadas

El problema 3.2 indica que el primer vaso de jugo se llena en 12s y pregunta cuanto tiempo adicional
se necesita para vaciar la jarra que inicialmente contenia 15 vasos de jugo.

Definimos h(t = 0) = hy como la altura inicial y v1(t = 0) = vy # 0 como el médulo de la velocidad
inicial del fluido en el tanque. La meta es determinar un tiempo t; de vaciado total: h(ty) = 0.

Los valores de los pardmetros hg, vp son desconocidos. Para estimarlos, podemos suponer que v (t), el
modulo de la velocidad de la superficie libre, es aproximadamente constante mientras se llena el primer
vaso: v1(0 <t < 12s) =~ v1(t = 0) = vg. En esa hipdtesis, durante el llenado del primer vaso se cumple:

h(t) = hg —vot  para tiempo t:0 <t <12s (6)
Como en los primeros 12s la altura del jugo en el tanque decendi6 Ah = ’f—g la ecuacion anterior
determina que Z—g ~ 180s. En otras palabras, usando un modelo razonable para el vaciado del primer
vaso, encontramos una relacién entre dos parametros inicialmente desconocidos.
Conviene observar que no serfa razonable aplicar la Ec. (6) para todo el proceso de vaciado del tanque.
Aunque no sabemos exactamente cémo es la funcién vy (t), podemos intuir que esa velocidad también va
disminuyendo. Suponiendo que al final del proceso v1(t;) = 0, podemos aventurar dos conjeturas.

2.1. Velocidad media

Nuestro primer modelo aproximado supone que la altura del fluido en el tanque desciende con una
velocidad media constante entre el valor inicial v1(t = 0) = v y el valor final nulo vy (t7) = 0: U1 = 4

h(t) ~ hg — v—zot para todo tiempo t (7)
h

h(t;) =0 —t; ~ 2= (8)
Vo
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Como la Ec. (7) es lineal, si un vaso se llena en 12s; los 15 vasos contenidos inicialmente en la jarra
se vacfan en ¢ty = 15 x 12s = 360s, como confirman las ecuaciones anteriores.

2.2. Velocidad constante a tramos

Nuestro segundo modelo combina la Ec.(6) para el primer vaso y la Ec.(7) para los 14 vasos restantes,
suponiendo que el primer vaso se vacia con la velocidad inicial vy, mientras que los otros vasos lo hacen

con la velocidad media % :

h(t) = hg — vot para tiempo t:0 <t <t (9)
h(t) =~ hy — 5 (t—1t1) para tiempo t:t >ty (10)

siendo hy = h(t; = 12s) = %ho. Con este segundo modelo se puede estimar un tiempo total de
vaciado ty = 348s.

Los resultados de ambos modelos son muy similares. Podremos confirmarlos o refutarlos cuando, en
la proxima seccién, apliquemos la ecuacién de continuidad y el principio de conservacién de la energia al
tanque y su orificio de salida.

3. Resolucién exacta del vaciado de un tanque.

En esta seccién aplicaremos el principio de conservacion de la energia para determinar una ecuacién que
relacione magnitudes fisicas no estacionarias. Bajo determinadas condiciones, dicha ecuacién se asemeja a
la ecuacién de Bernoulli. Integrandola en el tiempo, podremos resolver de forma mas exacta el problema
de vaciado de un tanque.

(Puede usarse la ecuacion de Bernoulli para analizar el vaciado de un tanque?

Aplicaremos el principio de conservacién de la energia. Designamos como Erp(t) a la energia mecénica
del fluido en el tanque y como Fs(t) a la energia mecdnica del fluido que sale por el orificio (punto 2).
Entonces, las variaciones temporales de la energia mecédnica total son iguales a la potencia que realizan
las fuerzas no conservativas. En este caso, las fuerzas no conservativas se deben a las presiones en las
fronteras del fluido. La presién atmosférica en la superficie libre (punto 1) realiza trabajo en el sentido
del movimiento del fluido. En el orificio (punto 2) la presién atmosférica realiza trabajo en contra del
fluido que sale. Debido a la ecuacién de continuidad (Aj;v; = Asve), la potencia neta de estas fuerzas no
conservativas es nula:

dwy  dW;
dtl +W2 :P1A11}1 —P2A2U2 :PQ [Alvl —AQUQ] :0 (11)

En otras palabras, la variaciéon de la energia del fluido dentro del tanque se convierte en energia
cinética del flujo de salida, considerada como flujo energético:

dE .
P g, (12)

. ] U2 ’02
EQ = 7’)”L252 = pAQ’UQ?Q (13)

A su vez, la energia mecédnica del fluido en el tanque estd dada por la energia cinética y potencial de
la masa mp(t). El centro de masa se encuentra en el centro del fluido de altura total h(t):

Br(t) = mar(e) |2 + 200 (14)

Para relacionar las magnitudes del fluido en el tanque con las magnitudes del fluido en el orificio
de acuerdo a la Ec.(12), es necesario derivar la Ec.(14) en el tiempo. Sin perder de vista que todas las
variables y sus derivadas dependen del tiempo, tenemos!:

1Para simplificar la notacién, a partir de este momento, optamos por designar las derivadas temporales con un punto
aunque esa notacion suele emplearse para designar flujos masicos o energéticos.
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dEr v  gh giL
— =iy | = + = i+ == 15
ar [2+2 +mr U1U1+2 (15)
Para reducir esta expresién, conviene recordar que en la Sec.(1) deducimos que v; = —h y, en conse-
cuencia, v; = —h. Sustituyendo estas expresiones en el peniltimo término, podemos expresar el dltimo
término de la Ec.(15) en funcién de la altura y sus derivadas temporales:
: _ [v?  gh . gh
Er =mrp ?+? + mr hh+? (16)

Ademés, sabemos que mp(t) = pAyh(t) y, por lo tanto rp(t) = pAih(t). Reagrupando términos, se
tiene que la energia del tanque varia temporalmente segun:

. . ’U2 h o e . 1)2 .
ET:pAlh[Ql—i-gQ] + pArhi [h+g} — pAih {21+ (g+h) h} (17)
Por tltimo, considerando nuevamente que v; = —h y la Ec. (12) la ecuacién de conservacién de la

energia se puede expresar como:

v - v3
—pA1U1 ? + (g + h) h| = —,OA2U2? (18)
la cual puede reducirse atin mas cuando se aplica la ecuacién de continuidad (A;v; = Agvg) para
determinar una ecuacién parecida (pero no idéntica) a la ecuacién de Bernoulli:

2 2
T (g+h)n| =2 19
[ 5 T 9T 5 (19)

En otras palabras, sélo si despreciamos la aceleracién de la superficie libre, frente a la aceleracién de
la gravedad (h < g), el resultado que se obtiene es idéntico a la ecuacién de Bernoulli entre un punto 1
y un punto 2 que se encuentran a la misma presién Py:

2 2
U1 U2

— +gh=—= 20
B) g 5 (20)

(Cuadl es la ecuacién diferencial que permite determinar la funcién h(t)?

A partir de la ecuacién anterior, considerando nuevamente la ecuacién de continuidad y que vy = f%
se obtiene:
A2 dh\> 2g
2 1
S —1)=2¢h=|—]| =+5><h 21
A8 e () - g -
A3

dh
= —=-KVh (22)

dt

dh
= —— = —Kdt (23)

Vh

1/2

2 —1

donde K = [Qg <% - 1) } es una constante que depende de la relacién entre las secciones y la
2

aceleracién gravitatoria.
Integrando la Ec.(23) entre un tiempo ¢ = 0 y un tiempo ¢ genérico, obtenemos que:

/hh(t) \‘j% = /Ot —Kdt' =2 (m, \/%) = Kt (24)

0
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Despejando se obtiene una expresién de h(t) que verifica:
K \2

= h(t) = ho (1 - Kt)2 (26)

h(ty) =0 — t5 = (27)

h(t) = he (1 - ;)2 (28)

Para determinar el valor t¢, usaremos la informacién de que el primer vaso se llena en ¢, = 125 y que

h1 = h(t = tl) = %ho:

2
t 12
hlzho(l—tl> S tp= —— = 354s (29)
f

(1-V%)

De aqui que para llenar los siguientes 14 vasos se requieran 342s, es decir bmin y 42s.

4. Discusion

La figura (2) representa %s) o sea la altura del jugo en la jarra como fraccion de la altura inicial hg.
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Figura 2

Como habiamos previsto en la Sec.(2) la velocidad de la superficie libre de jugo v; (¢) (representada por
el médulo de la derivada %) es nula al final del proceso y puede suponerse aproximadamente constante

en los primeros 12s, mientras se llena el primer vaso. De hecho, t; = 2@ = 22—3 si se atiende al hecho
de que la ecuacién de Bernoulli se verifica en ¢ = 0. Por lo tanto, se puede concluir que las conjeturas
que se formularon en la Sec.(2) se ajustan muy bien a la solucién encontrada en la Sec.(3). En particular,
sih < g el tiempo que demora en vaciarse un tanque es igual al doble del tiempo que demoraria si se
vaciara a una velocidad constante igual a la velocidad inicial. Derivando la Ec.(25) se puede demostrar
que se cumple la condicién h < g en la Ec.(19) porque A; > As.

Para finalizar, vale observar que esa condicién no siempre se cumple. Si el fluido fuera descargado
desde el tanque directamente a la atmoésfera (y no a través de un pequeno orificio) (A = Ay — vy = v2)
la ecuacién Ec.(19) indicarfa que h = —g. En esas condiciones, cada uno de los elementos del fluido se
comportaria como si fuera una particula libre sometida a la acciéon del campo gravitatorio.




