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PRUEBA FINAL — SABADO 11 DE JULIO DE 2020

Ejercicio 1.(15 pts.) Sea f(z) = j;;z Hallar la imagen por f del primer cuadrante. (Sugerencia: considerar
la transformacién de Mobius T'(z) = j—;z)

Solucién Consideremos la funcién g(z) = 22. Podemos expresar f por medio de la siguiente composicién:
f(z) = To g(2).

Si zg = re* entonces g(z0) = r2e"?? . Luego ¢ transforma el primer cuadrante en el semiplano superior
H={z€C:Im(z) > 0}.

Para estudiar como transforma T el semiplano superior basta ver cudl es la imagen de la recta real. Sabiendo
que T manda una recta en una recta o una circunferencia calculamos por T de tres puntos de dicha recta:

- T(0) = —1
. T(1) = —i

De esto deducimos que T'(H) = {z € C : |z| = 1} (la circunferencia de centro 0 y radio 1). Ademds, sabemos
que T'(i) = 0 por lo que el semiplano superior va en el interior de la circunferencia de centro 0 y radio 1.

Ejercicio 2.(20 pts.) Consideramos la funcién f: C\ {0} — C dada por

a) Halle los z € C\ {0} tales que f(z) = 0.

b) Demuestre que la funcién f no se puede extender de forma holomorfa a todo el plano complejo.

Solucién

12 e—iz
' 21
e?” =10 que z = kr con k € Z.

1. Sabemos que sen(z) = . Esta funcién sélo puede valer 0 cuando ¥ = e~%*, lo que implica que

2
Luego, para que f(z) = 0 se debe cumplir que —;T = km, lo que es lo mismo, que z = j:\/i/\/E
z

2. Supongamos que f se extiende a f : C — C. Los ceros de f acumulan en 0, por lo que f deberfa ser la
funcién nula, lo que es absurdo.

e4z

Ejercicio 3.(20 pts.) Sean f(2) = 2* 4+ 323 + 2y g(2) = 241
z

a) Hallar la integral [, f(z)dz donde C' = {e" 4+ 1:t € [0,27]}.

b) Hallar las integrales f“n g(z)dz e fw g(2)dz donde ;1 y 72 son las curvas de la figura 1.
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Figura 1: Curvas del ejercicio b)

Solucién

5 3 4
1. [o f(z)dz =0 pues f tiene primitiva. Su primitiva es F(z) = % + % +2z.

2. v es homdloga a 0 en C\ {i,—i}, que es el dominio de g. Esto es porque Ind,, (i) = Ind,, (—i) = 0.
Luego, f’Yl g(2)dz=0
e4z

Ahora vamos a calcular fw g(z)dz. Otra forma de escribir la funcién es g(z) = I Ademads
z+1i)(z—1

podemos dividir la curva en dos curvas cerradas simples, 74 y 73, una con indice 1 respecto a i y otra
con indice —1 respecto a —i. Luego, fvz g(2)dz = f% g(2)dz + f"/% g(2)dz.
4z
Consideramos la funcién g¢1(z) = e Por el teorema de Cauchy global tenemos que
z+1i

. . 1 g1(w) 1
Ind = — dw = — d
g1(8)In 721(2) 5 Z,/%1 w— w o . g(w)dw

Luego, f%l g(2)dz = 2migy (i) = 2miet /2i = we¥,

4z

Andlogamente para go(z) = concluimos que [, g(2)dz = —2miga(—i) = —2mie™ 4 /(—2i) = me~ 4 /(—2i) =
z 5

. —1
e 4,

Finalmente [\ g(z)dz = we* + me™* = 2mcos(4)

Ejercicio 4.(15 pts.) Sea f € H(C) y u(x,y) = Re(f(z)). Supongamos que existe M > 0 tal que
u(w,y) < M, V(z,y) € R% Probar que f es constante.
Sugerencia : Considerar la funcién g(z) = e/(®).



Solucién Consideremos la funcién g(z) = e/*). Tenemos que |g(z)| = ef**/(?)) < M Como ¢ es una funcién
entera y acotada, esto quiere decir que es contante. Esto implica que e/ () = 2, e C. Si elegimos una rama del
logaritmo concluimos que, para todo z € C existe k € Z tal que f(z) = log(z9) + 2kmi. Sin embargo, f es una
funcién continua, por lo que concluimos que es constante.

Ejercicio 5.(30 pts.) Indicar si cada una de las afirmaciones es verdadera o falsa, justificando brevemente
su respuesta.

a)

e)

Sea f : R2 — R? una funcién diferenciable. Se sabe que

r+y —x

Entonces f es holomorfa en el punto 1 + 4.

Sea f : @ — C holomorfa en Q \ {zp}. Sabemos que el desarrollo de Laurent de f alrededor de zy en
A={ze€C:0< |z—20| <r}es f(z) = i an(z — 20)" y que f(z0) = ap. Ademas, a,, = 0 para todo

n=-—oo
n < 0. Entonces f es holomorfa en zg.

Sea f una funcién holomorfa en el abierto Q@ C C, y v : [0, 1] —  una curva cerrada. Entonces fv f(z)dz =
0.

Se sabe que f% f(z)dz = fw f(2)dz siempre que 1 y 72 sean curvas en la regién 2 C C con los mismos
extremos. Entonces f es holomorfa en ).

Sea 7y el borde de la circunferencia de centro 0 y radio 5. Entonces: f7 % + i + 820 + 323dz = 4mi

Solucién

a)

Tenemos que el diferencial en (1,1) de la funcién vale

2 -1
Dayyf = < 1 9 >

De esto podemos deducir que, si f(z,y) = (u(z,y),v(x,y)) entonces uz(1,1) = v,(1,1) y uy(1,1) =
—v,(1,1). Como f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann entonces es holomorfa en (1,1), y por lo
tanto la afirmacién es verdadera.

Como todos los términos negativos del desarrollo valen cero, tenemos que el desarrollo de Laurent es en
realidad una serie de potencias alrededor de zg. Como f es representable en series de potencias en zg
concluimos que es holomorfa en dicho punto.

. 1
Si tomamos v = {e" : t € [0,27]} entonces fv — = 27i. Ademas esta funcién es holomorfa en C\ {0} Por
z

este contraejemplo concluimos que la afirmacién es falsa.

La condicién de la afirmacién indica que f tiene primitiva holomorfa F (es decir, que F' = f). Para
definir esta primitiva consideramos un punto zy € € y tomamos la funcién F(z) = fﬂ/ f(w)dw, donde y es
una curva en {2 con extremos zg y z. La condicién de la afirmacién nos asegura que F' estd bien definida.

Como F' es holomorfa es representable en series de potencias, y por lo tanto su derivada también lo es.
Como f es representable en series de potencias es holomorfa y la afirmacion es verdadera.

1 1
Podemos calcular las integrales por separado. f7 -=J 5
z z—

de ambos puntos. Las otras funciones tienen primitiva y por lo tanto su integral es 0. Por este motivo
concluimos que la afirmacion es verdadera.

= 27i pues ~y tiene indice 1 alrededor



