Clase 9: Cambio de variable
Matias Carrasco

16 de agosto de 2019

Resumen Estudiaremos cémo calcular la esperanza de una variable que
se escribe como funcién de una o dos variables.
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Esperanza de una funcion de variables discretas

En general, el procedimiento para calcular el valor esperado de una
variable consiste en, primero hallar su f.p.p., y luego aplicar la de- 6 |-4 2 8 14 20 26
finicién. Sin embargo, cuando la variable de interés se escribe como
funcién de otras, esto puede ser un poco engorroso.

Ejemplo 1 Se apuesta en el lanzamiento de dos dados de la siguiente
manera: Z = XY — 10, en donde X e Y son el resultado de cada uno
de los dados. ;Cuadl es la ganancia esperada?

Como cada resultado tiene probabilidad 1/36, la f.p.p. de Z la po-

Valores de Y

demos obtener usando la Figura 1, y esta es (-9 -8 -7 -6 -5 -4
9 -8 -7 —6 -5 -4 -2 -1 0 2 5 6 8 10 14 15 20 26 1 2 3 4 5 ¢
1 2 2 3 2 4 2 1 24212 2 2 1 2 1 Valores de X
Para ser rigurosos, la tabla anterior muestra los diferentes casos, Figura 1: Valores posibles de Z segtin los
C g . diferentes valores de X e Y.
pero para obtener la fpp basta dividir el nimero dado en la tabla por
36. De aqui resulta entonces E (Z) = 81/36 = 2.25. |

Lo que hicimos en el ejemplo anterior se puede generalizar amplia-
mente. Si denotamos ¢ : R? — R la funcién g(x,y) = xy — 10, entonces
Z=g(X,Y).

Esperanza de una funcién de variables

Sean X e Y dos variables aleatorias discretas, y ¢ : R> — R una
funcién. Entonces

EgX,Y)= Y sxypxy), (1)

x€Rx,yERy

en donde p(x,y) es la fpp conjunta de X e Y.




Demostracion. El recorrido de Z = ¢g(X,Y) es

Rz ={g(x,y) : x € Rx,y € Ry},

que es numerable, por lo que g(X,Y) también es discreta.

Notar que estos valores de g(x,y) pueden repetirse, ya que g(x,y)
puede ser igual a ¢(x’, ') aunque x # x’ e y # y'. De hecho esto paso
en casi todos los casos del Ejemplo 1. Sin embargo, para cada valor
posible z de g(x,y), el evento {g(X,Y) = z} se descompone como
unién disjunta

{gxX, )=z} = |J {X=xY=y}
g(xy)=z

La unién es en todas las formas distintas de escribir z como g(x,y)
para algtn x y algtn y.
Al tomar probabilidades, obtenemos

PX,Y)=z)= ) PX=xY=y).
g(xy)=z2

Nos resta ahora sumar en z:

E(g(X,Y)) =) zP(g(X,Y) =2)

zERy

=Yz )} P(X=xY=y)

Z€Rz  g(xy)=z

Y L P(Xx=xY=y

z€ERy g(x,y):z

Y, Y sxyP(X=xY=y)

z€Rz g(xy)=z

Aqui viene un punto ligeramente sutil de la demostracion. Este consis-
te en notar que sumar en aquellos x e y con g(x,y) = z, y luego sumar
en todos los valores posibles de z, es lo mismo que sumar en todos los
valores posibles de x e y. Ver la Figura 2.

De aqui resulta que la tiltima suma anterior es igual a

Y skyP(X=xY=y) = Y glxypy),

xERx,yERy xERx,yERy

que es lo que queriamos demostrar. O

Cambio de variable

Nuestro objetivo ahora es probar una férmula andloga a la (1) para
el caso de variables continuas. Para esto debemos encontrar la distri-
bucién de alguna funcién de X e Y, digamos Y = g(X, Y), a partir de
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Figura 2: Esto se puede ver mejor con
un dibujo, como el que se muestra en
esta figura para el caso especial en que
g(x,y) = x+y. En el mismo vemos la
diagonal roja que corresponde a todos
los valores de x e y que suman un cier-
to valor de z. Claramente, al variar z, las
diagonales cubren todo el cuadrante. El
cuadrante corresponde a todos los pares
posibles de x e .



la distribucién conjunta de X e Y. Comenzaremos por el caso de una
variable, que es més simple. Luego veremos el caso de dos variables.

Supongamos que X tiene densidad px(x). Entonces mientras la fun-
cién y = g(x) tenga derivada dy/dx que no se anula en ningtn inter-
valo del rango de X, la variable aleatoria Y = ¢(X) tiene una densidad
py(y) que puede calcularse en términos de px y la derivada dy/dx.
Como hacer este calculo es el tema de esta seccion.

Ejemplo 2 — Cambio de variable lineal. Para ver por qué entra la
derivada, observemos primero qué sucede si realizamos un cambio
lineal de variable. Para una funcién lineal ¥ = ax + b, la derivada es
la constante dy/dx = a. La funcién expande o contrae la longitud de
cada intervalo por el mismo factor de |a|.
Supongamos que X tiene distribuciéon uniforme en (0,1), con den-

sidad

1 si0<x<1;

px(x) = :

0 sino.
Entonces, para a > 0 vemos que Y = aX + b tiene distribucién unifor-
me en (b, b+ a) con densidad

1/a sib<x<b+a
py(x) = :
0 si no.
De forma similar, si 4 < 0, entonces Y = aX + b tiene distribucion
uniforme en (b + a,b) con densidad

1/|a| sib4+a<x <b;
py(x) = )
0 si no.

Se puede pensar que la densidad de Y = aX + b en y es la densidad de
X en el punto correspondiente x = (y —a)/ (b — a). Pero esto debe di-
vidirse por |a|, porque la densidad de probabilidad da la probabilidad
por unidad de longitud, y la transformacién de x a ax + b multiplica
la longitud por el factor |a|. Ver la Figura 3.
La densidad de Y = aX + b es entonces
1 y—>b
py(y) = mpx (a)

Esta férmula es completamente general. u

Cambio de variable diferenciable inyectivo

Sea X una variable aleatoria con densidad px(x) en el intervalo
(a,b). Sea Y = g(X), donde g es estrictamente creciente o estricta-
mente decreciente en (a,b). Por ejemplo, X podria tener distribucién
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Densidad de X Densidad de 2X

2 2
1' ’—‘ 1
0 T T T 0 t T t
-1 0 1 2 -1 0 1 2
Densidad de 2X -1 Densidad de 0,5X
2 2
1 14
0 T 1 T 0 T T
-1 0 1 2 -1 0 1 2
Densidad de 0,5X +1 Densidad de —0,56X
2 2
1 14
0= T T T (e T T
-1 0 1 2 -1 0 1 2

Figura 3: Cambio lineal de variable pa-
ra densidades uniformes. Los gréficos
muestran las densidades de Y = aX + b
para varios a y b, donde X tiene distribu-
ci6én uniforme en (0,1). Observese c6mo
sia > 1 el rango se expande y la densi-
dad disminuye. Y si 0 < a < 1, el rango
se contrae y la densidad aumenta. Al su-
mar b > 0 se traslada hacia la derecha,
y al sumar b < 0 se traslada hacia la iz-
quierda.



y+dy = g(x +dx)

py) 1Y =8

x| | x+dx

exponencial en (0, +0) e Y podria ser X2, /X o 1/X. El rango de Y
es entonces un intervalo de extremos g(a) y g(b).

El objetivo ahora es calcular la funcién de densidad py(y) para y
en el rango de Y. Para un intervalo infinitesimal dy alrededor de y,
el evento {Y € dy} es idéntico al evento {X € dx}, donde dx es un
intervalo infinitesimal alrededor del dnico x tal que y = g(x). Ver la
Figura 4, donde cada una de las dos 4reas sombreadas representa la
probabilidad del mismo evento

P(Y edy) =P (X €dx) cony = g(x).
Esta igualdad se traduce en términos de densidades en

py(y)dy = px(x)dx,
y por lo tanto

dx 1
priy) = px(¥) 3 = g7gepx(x) cony = g(x).
El caso de una funcién decreciente g es similar, excepto que la deri-
vada dy/dx ahora tiene signo negativo. Este signo debe ser ignorado
porque es solo la magnitud de la relacién de longitudes de intervalos

pequerios lo que es relevante.
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Figura 4: Cambio de variable para den-
sidades. El diagrama muestra el grafico
de y = g(x) para la funcién creciente
g(x) = v/x, x > 0. La densidad px(x)
se grafica invertida abajo del eje de las x.
La densidad py(y) se grafica al costado
del eje de las y.



Cambio de variable inyectivo

Sea X una variable aleatoria con densidad px(x) en el intervalo
(a,b), e Y = g(X) con g es creciente o decreciente. Entonces Y
toma valores entre g(a) y g(b), con densidad

1
py(y) = WPX(X) cony = g(x).

La ecuacion y = g(x) se debe resolver para x en términos de y,
y este valor de x sustituirse en px(x) y dy/dx. Esto dara una
expresion para py(y) enteramente en términos de y.

Ejemplo 3 Sea X con densidad px(x) = e~ para x > 0. Calculemos
la densidad de Y = v/X.

Para empezar, el recorrido de Y es también el intervalo [0, +c0). La
funcion y = g(x) = /x es biyectiva en [0, +o0), y podemos resolver x
en funcién de y pues x = y2. La derivada es dy/dx = 1/2+/x.

Luego, si sustituimos

)= — .
dy/ax|PX\Y T 10

—X

de donde deducimos que py (y) = 2ye~"" paray > 0. |

Cambio de variable en el caso general para y = g(x)

Supongamos que la funcién y = g(x) tiene una derivada que es
cero solo en un nimero finito de puntos. Ahora algunos valores de
y pueden provenir de mds de un valor de x. Consideremos Y = g(X)
para una variable aleatoria X. Como se muestra en la Figura 5, Y estara
en un intervalo infinitesimal dy cerca de y cuando X estd en uno de
los posibles intervalos infinitesimales dx cerca de x tal que g(x) = y.

Entonces

P(Yedy)= ) P(Xedx),
x:g(x)=y
de donde deducimos:

Férmula general de cambio de variable para y = g(x)

1
py(y) = x:ggzy pr(x).

Ejemplo 4 Supongamos que X tiene densidad px(x), y sea Y = X2.
Aqui, para y > 0 hay dos valores de x tales que y = x?, a saber x = /3]
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v =g(x)

y+dy

X1 X2

Figura 5: Varios valores de x pueden dar
el mismo valor de y = g(x).



y x = —/y. Siy < 0 no hay tales valores de x. Ademas, la derivada es
dy/dx = 2x. Entonces

rx (V) + px(—/Y)
2y

py(y) = cony > 0.

Cambio de variable para z = g(x,y)

Supongamos que Z = g(X,Y) en donde g : R?> — R es una funcién
diferenciable con d,¢ # 0." Nuestro objetivo es hallar la densidad de
Z en funcién de la densidad conjunta de X e Y.

Para esto haremos el siguiente truco. Consideremos el cambio de
coordenadas en el plano R? dado por (x,y) — (x,¢(x,y)) = (x,z). El
drea de un pequerio rectangulo de vértice (x,y) y lados dx y dy en el
plano xy es dxdy (Ver la Figura 6). Un tal rectdngulo es enviado por
la transformacién de coordenadas en un rectdngulo de vértice (x,z) y
drea dxdz.

Pero como dz = |0,g(x,y)|dy, vemos que la relacién de areas es

dxdy 1
dxdz  |0y8(x,y)|

Del mismo modo que hicimos en dimensién 1, se debe cumplir la
identidad

p(x,z)dxdz = p(x,y)dxdy (conz = g(x,y))

de donde ed
x
p(x,2) = plr,y) T2 (conz =g(x,y)).
Usando la relacién de dreas que recién describimos, podemos re-escribir
esta ecuacion como:

p(x,z) = wyg(l—x,}mp(x,y) (con z = g(x,y))-

Podemos hallar la densidad marginal de Z integrando en X:

+o0 +o0 1
pe) = [ plezax= [ e

Es decir:

Densidad de Z = g(X,Y)

Si Z = g(X,Y), entonces su densidad es

P = [ ety Py eonz=gxy)
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* Esta condicién no es realmente necesa-
ria, pero la asumimos para simplificar la
exposicién. Basta por ejemplo con asu-
mir que el gradiente de g no se anula en
ningtn conjunto de drea positiva.

1T Plano xy
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Figura 6: Relacién entre el drea dxdz y
dxdy.



Ejemplo 5 — Densidad de la suma de independientes. Supongamos
que X e Y son independientes y que Z = ¢(X,Y) = X + Y. Usemos la
férmula anterior para hallar la densidad de Z.

Tenemos que 9,g(x,y) = 1, de donde

00 —+o0
p) = [ pGoydx (conz = glxy) = [ p(x)p(z— x)dx,

en donde en la dltima igualdad hemos usado que X e Y son indepen-
dientes, por lo que p(x,y) = p(x)p(y), y que z = x +y por lo que
y=z—x.

Este caso particular se conoce como férmula de convolucion. Es un
tema que volveremos a ver mds adelante. u

Ejemplo 6 — Densidad de un producto de independientes. Sean X
e Y independientes y Z = g(X,Y) = XY. Queremos hallar la densidad
de Z.

La derivada parcial d,¢(x,y) = x, por lo aplicando la férmula gene-
ral

P(Z>:/':°|1X|P(x,y)dx (ConZ:xy):/foo mp

= (x)p(z/x)dx,

en donde en la dltima igualdad hemos usado que X e Y son inde-
pendientes, por lo que p(x,y) = p(x)p(y), y que z = xy por lo que
y=z/x.
Por ejemplo, si X e Y tienen distribucion uniforme en (0,1), vemos
que su producto Z tiene densidad
11

p(z) = /Z ;dx =—In(z) (con0<z<1).

En particular

E(2) = —/Olzln(z)dz: i — E(X)E(Y).

En seguida veremos que esta es una propiedad general de los produc-
tos de variables independientes. u

Esperanza de una funcién de variables continuas

La aplicacién més importante que daremos ahora de la férmula para
la densidad de Z = ¢(X,Y), es que nos permite probar una ecuacién
analoga a la (1) para variables continuas.

CLASE 9: CAMBIO DE VARIABLE
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Esperanza de una funcién de variables continuas

Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, y ¢ : R> — R
una funcién. Entonces

B = [ [Ceompopiay, @

en donde p(x,y) es la densidad conjunta de X e Y.

Demostracién. Llamemos Z = ¢(X,Y). Sabemos que la densidad de Z
estd dada por

p) = [ el (conz = glxy).

Luego, de la definicién de esperanza

+00 +00 +00 1
E(Z) z/ zp(z)dz z/ z/ ——p(x,y)dxdz.

—oo —ooJoo [0yg]
Remplazando z = g(x,y) obtenemos

dxdz

+oo pfoo +oo  p+o0
E(Z) = ——p(x,y)dxdz = X, X, 1Y) —-.
(2) /_oo /_0o EARL /_Oo /_00 ey

Recordemos que |d,g|dy = dz, por lo que

oo poeo dxdz Feo peo
E(2)= /_00 /_0o S yplx o = /_oo /_oo (% y)p(x, y)dxdy.
Esto es precisamente lo que queriamos demostrar. O

Propiedades bdsicas de la esperanza

Varios casos particulares, pero muy importantes, se deducen de las
férmulas (1) y (2).

Esperanza de la suma

Para todas X e Y se tiene E (X +Y) = E(X) + E (Y).

Demostracion. Supongamos primero que X e Y son discretas. Tomemos
¢(x,y) = x + y en la férmula (1). Entonces

E(X+Y)=) (x+y)P(X=xY=y)

xy
=Y xP(X=x,Y=y)+) yP(X=xY =y).
Xy Xy
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Notar que para cada x fijo, },cg, P(X =x,Y =y) = P(X =x). De
aqui resulta que el primer término en la suma anterior es igual a

Y Y xP(X=xY=y)= ) xP(X=x)=E(X).

XERy yERy XERy
Un razonamiento andlogo muestra que el segundo término es igual a
E(Y).
Veamos ahora cémo es el argumento para el caso en que X e Y son
continuas. Usando la ecuacién (2) tenemos

E(X+Y)= /oo /OO (x +y)p(x,y)dxdy
—/ / xpxydxdy+/ / yp(x, y)dxdy
= / (/ (x, y)dy) dx+/ (/ p(x, y)dx) dy

= [ apdr+ [ yp)dy = E()+E (V).

Esto termina la demostracion. O

Ejemplo 7 En un grupo de n personas distintas. ;Cuantas coinciden-
cias de cumpleafios esperamos ver?

Imaginemos a las personas numeradas del 1 al n. Para cada par de
personas {i,j}, consideremos la variable X;; que vale 1siiy j cumplen
el mismo dia, y o si no. Claramente Xij es una variable de Bernoulli,
pues toma solamente los valores o y 1. Aqui éxito corresponde a que i
y j cumplan el mismo dia.

El pardmetro de X;; corresponde a la probabilidad de que valga 1:

p="P(X;=1)

= P (i y j cumplen en el mismo dia) = 365

Es decir, X;; ~ Ber(1/365).
Llamemos X a la suma de las X;j; sobre todos los pares posibles.

X=1Y X
(i}

(Qué representa X? La variable X cuenta cudntas coincidencias de

Esto es

cumpleafios hay en el grupo de n personas. Asi que la probabilidad
de que al menos dos personas cumplan el mismo dia se puede escribir
P(X>1).

Lo bueno de este enfoque es que es facil pasar de dos personas a
tres, cuatro, etc. Simplemente, en lugar de considerar las variables Xij
sobre los pares, hay que considerar X;j sobre las tripletas, etc.
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Aceptemos por el momento que la esperanza de una suma es la
suma de las esperanzas (es una propiedad sumamente importante que
demostraremos la clase que viene). El valor esperado de X es entonces

B B 1 (1 nn-1)

E(X)= ) E(Xjj) = Z%_ (2)365 o730
{ij} {ij}

Notar que E (X) > 1 si n = 28. Esto sugiere que con 28 personas es

altamente probable que haya al menos una coincidencia. |

Esperanza del producto

Si X e Y son independientes entonces E (XY) = E (X) E(Y).

Demostracion. Supongamos primero que X e Y son discretas. Tomemos
g(x,y) = xy en la férmula (1). Entonces

E(XY) = xExyP(X =x,Y=y)= ;xyP(X =x)P(Y=y)
= i[xp (X =x)]-[yP(Y =,;)] -
Pero esta dltima ysuma es igual a
l;xp (X =x)

como querfamos demostrar.

' [Zyp (Y= y)] =E(X)E(Y)
y

Veamos ahora cémo es el argumento para el caso en que X e Y son
continuas. Usando la ecuacién (2) tenemos

E(XY) = /_ o; /_ o;(xy)ﬂx,y)dxdy

- /_O:o /_ O:o xyp(x)p(y)dxdy

= (/_0; xp(x)dx> (/_Zyp(y)dy) =E(X)E(Y).

Esto termina la demostracion. O

Ejemplo 8 Volvamos al ejemplo de los cumpleafios para hacer notar
una diferencia que tiene el valor esperado respecto de una suma a
respecto de un producto.
Consideremos la variable X;j que vale 1 si la terna {i,j,k} cumple
el mismo dia, y o si no. Entonces X;ji es Bernoulli de esperanza 1/ 3652
El producto X133Xj24 también es Bernoulli, y vale 1 cuando los cua-
tro 1, 2, 3, y 4 cumplen el mismo dia. Entonces

E (X123X124) = P (1,2,3,4 cumplen el mismo dia)

1
= 3658 # E (Xi23) E (X124) -

CLASE 9: CAMBIO DE VARIABLE

10



Esto es porque Xis3 y X124 no son independientes. ]

Esperanza de una funcién de una variable discreta

Sih:R — Ry X es discreta, entonces E (h(X)) = Y, h(x)p(x).

Demostracién. Basta tomar g(x,y) = h(x) en (1), con Y = ¢ una cons-
tante. Entonces

E(h(X)) = E(g(X,c) Zg x,¢)P (X =c) =) h(x)p(x),

como queriamos. Ver la Figura 7 para una ilustracién de ésta férmula
con bloques en un tablén. |

Esperanza de una funcién de una variable continua

Sih:R — Ry X continua, entonces Eh(X) = [ h(x)p(x)dx.

Demostracién. Sea Y = h(X). Por simplicidad, supongamos que / es
creciente. El caso general es andlogo pero més engorroso de escribir.
Por la férmula de cambio de variable en una dimensién, sabemos que

p(y) = ﬁp(x) (cony = h(x)).

Entonces

[ee] oo l
E(Y)= /4,0 yp(y)dy = [mymp(x)dy-
Usando que dy = h'(x)dx y que y = h(x), obtenemos

E() = [ h(p(x)dx

como querfamos demostrar. O

Las constantes salen para afuera

Si ¢ es una constante entonces E (cX) = cE (X).

Demostracion. Si X es discreta, poniendo h(x) = cx en la férmula an-
terior,

E(cX)= ) coxP(X=x)=c ) xP(X=x)=cE(X),
XERy XERy

obtenemos lo que queriamos demostrar. El caso continuo es analogo
cambiando suma por integral. O

CLASE 9: CAMBIO DE VARIABLE 11

Distribucién de X

i ﬁﬂﬂ

x4 X5 xs X7

\%4-774 Pe

] H
h(xp) h(xp) (xs)

h(xz) = h(xy) = (Xe)
Distribucién de h(X)

Figura 7: La distribucién de h(X) corres-
ponde a cambiar de lugar los bloques,
a veces poniendo varios bloques en el
mismo lugar. La funcién & nos indica en
dénde colocarlos.



Ejemplo 9 Sea X el resultado de lanzar un dado, y sea Y = X2.
Calcular E (Y).
Como los valores son pocos, podemos hacer una tabla

X 1 2 3 4 5 6
Y 1 4 9 16 25 36
prob 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Notar que en este caso la probabilidad para cada valor de Y es la
misma que la del correspondiente valor de X. Esto es porque h(x) = x?
es inyectiva en {1,2,3,4,5,6}.

La esperanza es entonces

1 1 1
_ 2\ _q2. L 2 1 2 1
E(Y)-E(X)—l 6+2 6—|—...+6 G 15.167
Es el mismo valor que obtendriamos aplicando la férmula (1). u

Ejemplo 10 Sea g la funcién g(x) = x?. Consideremos una variable
X con distribuciéon uniforme en los enteros {—n,...,n}. ;Cual es la
distribucion de g(X)?

Los valores posibles que puede tomar g(X) son los cuadrados

Ry = {0,1,4,...,n%}.

¢Y con qué probabilidad los toma? La variable toma el valor k? cuando
X toma uno de los valores —k y k. Como X toma cada uno de sus
valores con probabilidad 1/(2n + 1), vemos que

sz(kz):P(Xzzkz) —P(X=—k) +P(X=k)
2
T+l

= px(=k) + px(k)

La esperanza de X es igual a 0. Sin embargo, la esperanza de X? es

( 2) o 2 2 i 2
= 2n+1k:0
_ 2 nmn+1)@n+1) n(n+1)
C2n+1 6 3

Notar que, en particular, E (X2) # E (X)*.
Si miramos con detalle la cuenta anterior, vemos que hemos proba-
do que

E <X2) - i Kpx(k),

k=—n

que no es otra cosa que la férmula (1). [

CLASE 9: CAMBIO DE VARIABLE
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Ejemplo 11 Se lanzan dos dados y X representa la suma de los re-
sultados. Supongamos que las ganancias de una determinada apuesta
estan representadas por la variable Y = X2 — 6X + 1. ;Es una buena
apuesta?

Debemos calcular la ganancia esperada E (Y). Usando la férmula

12

E(Y)=Y (P-6j+1)p()

j=2
en donde p(j) = P (X =j) es la f.p.p. de X, que se muestra en la tabla
siguiente:

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Y -7 -8 -7 -4 1 8 17 28 4 5 73
prob 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
De aqui resulta que E (Y) = 83/6 = 13.833.
Dejamos para que verifiquen que se obtiene el mismo resultado apli-
cando la definicién de valor esperado a la variable Y. u
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