Clase 8: Valor esperado
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13 de agosto de 2019

Resumen Motivados por argumentos intuitivos veremos cémo calcular
el valor promedio (esperanza) de una variable aleatoria discreta. Una
aplicacién interesante de este concepto es el famoso “problema de las
muestras sanguineas”. Luego generalizamos esta nocién a variables con-
tinuas, y tratamos algunos ejemplos.
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Definicion informal de valor esperado

Comencemos por un ejemplo simple. Supongamos que estamos al
frente de un pequefio emprendimiento en el cual cada semana debe-
mos decidir entre dos opciones:

1. Cerramos un negocio seguro que nos provee una ganancia neta de
$15.000;

2. o realizamos una inversién que de salir bien nos aportaria una ga-
nancia neta de $30.000, pero de salir mal conllevaria una perdida
neta de $15.000. Ademads, estimamos que la probabilidad de que la
inversion sea exitosa es de 75 %.

Imaginemos que tomamos la decisién de invertir en 7 semanas con-
secutivas. Denotemos por n el nimero de veces que la inversién ha
resultado exitosa, y n— = n — ny el nimero de veces que dio pérdi-
das. Entonces, las ganancias totales G(n) (en miles de pesos) en esas n
semanas son

G(n) =30n4 —15n_.

Las ganancias por semana son
~ G(n) ny n_
g === =30(55) -15(57)

(Qué ocurre a la larga con las ganancias por semana? Sabemos que
las frecuencias relativas n/n y n_/n convergen, cuando n tiende a



infinito, a las respectivas probabilidades de que la inversién sea exitosa
o fracase’. Entonces
. . n . n_
lim g(n) = 30 lim — — 15 lim —
n—oco n—oo M n—oo 1

= 30 - (prob. de éxito) — 15 - (prob. de fracaso)
=30-0.75—-15-0.25 = 18.75.

Es decir, a medida que 7 crece, las ganancias por semana se aproximan
mas y més al valor $18.750.

Si hubiéramos optado por la opcién segura, las ganancias por se-
mana serian iguales a g(n) = 15. Como las ganancias por semana son
mayores para la opcién 2 que para la opcién 1, es mejor arriesgar invir-
tiendo el dinero, siempre y cuando seamos capaces de invertir durante
una cantidad grande de semanas.

Si pensamos a las ganancias semanales como una variable aleatoria
G, que toma los valores 30 y —15, con probabilidades 0.75 y 0.25 res-
pectivamente, entonces la cantidad 18.75 se llama el valor esperado de
G. Esto lo escribimos E (G).

La definicion formal para variables discretas

La misma idea nos sirve como motivacién para definir el valor es-
perado de una variable discreta en general. Supongamos que X es una
variable discreta cuyo recorrido es Rx = {x1, xp, ...}. Imaginemos que
realizamos el experimento n veces y para cada una de estas registra-
mos el valor de X. Llamemos a estos valores por y1,Y>,...,y,. Cada
uno de los y; puede ser igual a cualquiera de los valores posibles de X
(los valores del recorrido de X).

El promedio de las n realizaciones de X es

Promedio(y1,...,Yn) = w
Podemos reordenar los valores vy, . ..,y, y agruparlos de acuerdo a su
valor, de modo que la suma

Yit o Y = mixg Fmxa

en donde ; es el ntimero de veces que ha ocurrido el valor x;. En sim-
bolos nj = |{z 1Y = xj} | Con esta forma de escribir la suma, tenemos
que

Promedio(y1,...,Yn) = X1 (%) + xp (%) +---
Al realizar més veces el experimento, y hacer n tender a infinito, las
frecuencias relativas convergen a
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* Al menos con probabilidad alta. Recor-
dar que la probabilidad de un evento da
el porcentaje de tiempo que se espera
que ocurra, cuando el proceso bésico se
realiza una y otra vez, de forma indepen-
diente y en las mismas condiciones.



El valor “por ensayo” de X, para n tendiendo a infinito, es E (X) =
Z}?il x]'P (X = x])

Definicién de valor esperado (discretas)

Sea X una variable aleatoria discreta cuyo recorrido es Rx. De-
finimos el valor esperado de X (o la esperanza de X) como

E(X)= ) x-P(X=x).

xERy

Ejemplo 1 Los primeros en pensar en valor esperado fueron los ma-
tematicos franceses Pascal y Fermat en una vasta correspondencia que
iniciaron en 1654. Un noble llamado Chevalier de Méré le propuso a
Pascal el siguiente problema:

Un jugador ha apostado en sacar un 6 en 8 lanzamientos de un dado.

El monto ha sido establecido, y se han realizado 3 lanzamientos sin la

aparicion de un 6. ;Qué proporcién del monto apostado seria justo darle
al jugador para que renuncie al cuarto lanzamiento (solo el cuarto)?

Digamos que la apuesta es a. Llamemos X a la ganancia del jugador en
la apuesta original, e Y la ganancia si renuncia al cuarto lanzamiento.
Como quedan 5 lanzamientos, la f.p.p. de X es

Valor x ‘ a 0
5
tpp.p(x) [1-(2) (2)

Entonces, el valor esperado de X es E (X) = (1 - (%)5) a.
Si el jugador renuncia a su cuarto lanzamiento, obtendrd con segu-

5

ridad una fraccion f de la apuesta a. El resto del monto, (1 — f)a, lo

obtendra con probabilidad 1 — (2)4. Entonces, el valor esperado de Y

E(Y) = fa+ (1— <§>4> (1— f)a.

Para Pascal y Fermat, la proporcién justa f es aquella que mantiene las

es

expectativas de ganancia del jugador. Esto se traduceen E (Y) = E (X).
Esta igualdad se traduce en

a-n(2)=()

de donde f = 1/6. Lo justo es proponerle 1/6 de la apuesta para que
renuncie al cuarto lanzamiento. |

Variables de Bernoulli

Son los bloques fundamentales a partir de los cuales podemos cons-
truir una gran variedad de variables discretas. Las variables Bernoulli
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Para pensar: ;qué proporcion le ofrecerias
para renunciar al quinto lanzamiento, si
en lugar de 3 han transcurrido 4 lanza-
mientos sin aparecer un 6?



indican la ocurrencia o no de un determinado evento de interés. En
general se usa la palabra “éxito” para indicar que el evento ocurre, y
“fracaso” para indicar que no ocurre.
Una variable X tiene distribucién de Bernoulli si
1 si éxito;
X —
0 si fracaso.

Para conocer la distribucién de la variable X, basta determinar el para-
metro p, que representa la probabilidad de éxito, estoes P (X =1) =
p. Cuando queremos escribir de forma compacta que X tiene distribu-
ci6n Bernoulli de pardmetro p ponemos X ~ Ber(p).

La esperanza de una variable Bernoulli es

E(X)=1-P(X=1)+0-P(X=0)=p.

Esta simple férmula es de mucha ayuda, ya que en una gran varie-
dad de situaciones podemos descomponer una variable como suma
de Bernoulli. El siguiente es un tipico ejemplo de este uso.

Ejemplo 2 En un grupo de n personas distintas. ;Cudntas coinciden-
cias de cumpleafios esperamos ver?

Imaginemos a las personas numeradas del 1 al n. Para cada par de
personas {i,j}, consideremos la variable X;; que vale 1 si iy j cumplen
el mismo dia, y o si no. Claramente X;; es una variable de Bernoulli,
pues toma solamente los valores o y 1. Aqui éxito corresponde a que i
y j cumplan el mismo difa.

El parametro de X;; corresponde a la probabilidad de que valga 1:

p=P(X;=1

= P (i y j cumplen en el mismo dia) = 365

Es decir, X;; ~ Ber(1/365).
Llamemos X a la suma de las X;j; sobre todos los pares posibles.

X=) X
{i.j}

(Qué representa X? La variable X cuenta cudntas coincidencias de

Esto es

cumpleaios hay en el grupo de n personas. Asi que la probabilidad
de que al menos dos personas cumplan el mismo dia se puede escribir
P(X>1).

Lo bueno de este enfoque es que es facil pasar de dos personas a
tres, cuatro, etc. Simplemente, en lugar de considerar las variables Xij
sobre los pares, hay que considerar X;j sobre las tripletas, etc.

Aceptemos por el momento que la esperanza de una suma es la
suma de las esperanzas®. El valor esperado de X es entonces
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*Es una propiedad sumamente impor-
tante que demostraremos la clase que
viene



B B 1 (1 nn-1)

E(X) = ZE(X”) - Z%_ (2)%5_ 730
{ij} {ij}

Notar que E (X) > 1 si n = 28. Esto sugiere que con 28 personas es

altamente probable que haya al menos una coincidencia. n

Arquimides y el valor esperado

Todos saben que el estudio del centro de masa de un objeto fue la
devocién de Arquimedes, el matematico de la Grecia antigua. Segura-
mente conozcan su famosa frase “Dadme un punto de apoyo, y moveré
al mudo”. En su descubrimiento de la “ley de la palanca”, Arquimedes
demuestra cémo encontrar el punto de equilibrio para configuraciones
de objetos similares a los subibaja que tanto disfrutamos en nuestra ni-
fiez.

Comencemos por el caso mds simple de todos: dos bloques de 0.5
kg cada uno apoyados sobre un tablén, que se balancea sobre un pie
de apoyo como un subibaja. ;En dénde deberiamos colocar el pie para
que el tablén quede en equilibrio? Obviamente, por la simetria del
problema, en el punto medio entre los dos bloques.

Otra forma de llegar a esta conclusién es la siguiente: si tenemos
un solo bloque de 1 kg, es obvio que el punto de apoyo debe situarse
justo debajo del bloque. Si ahora partimos el bloque en dos mitades
iguales, y las desplazamos igual distancia hacia derecha y izquierda,
podemos dejar el pie siempre en el mismo lugar y el conjunto quedara
en equilibrio todo el tiempo. Ver la Figura 1. Esto es porque no hemos
cambiado el centro de masa del conjunto de bloques.

1 kg
AN

0.5 kg 0.5 kg
AN

Usaremos este principio, de que dos configuraciones de bloques con
el mismo centro de masa producen el mismo efecto sobre el tablén,
para calcular el centro de masa de una configuracién cualquiera.

¢Qué pasa si en lugar de dividir el bloque original de 1 kg en dos
mitades iguales, lo dividimos en un bloque de p kg y otro de g kg, con
p+qg=1?7

Por ejemplo, p = 1/3 y g = 2/3. Intuitivamente, el pie lo debemos

CLASE 8: VALOR ESPERADO 5

Figura 1: Dos bloques de 0.5 kg se man-
tienen en equilibrio colocando el pie en
el punto medio entre ellos.



colocar dos veces mds cerca del bloque mds pesado que del bloque
mas liviano. Demostremos que ésto es asi.

Supongamos que los bloques estdn a distancia 1. Dividimos la dis-
tancia entre los dos bloques en tres partes iguales, de forma que el pie
estd situado a distancia 1/3 del bloque pesado, como se muestra en la
Figura 2.

2/3 kg 1/3 kg

|

1/6kg  1/6kg  1/6kg 1/6kg  1/6kg  1/6kg

NN NN

Marquemos dos segmentos de longitud 1/3 hacia la izquierda del
bloque pesado y uno hacia la derecha del bloque liviano. Si cambiamos
los dos bloques por seis bloques que pesan 1/6 kg, colocados sobre los
puntos medios de los segmentos marcados, obtenemos una configura-
cién equivalente, pues no hemos cambiado los centros de masa.

Como la nueva configuracién de bloques es simétrica, es claro que el
pie de apoyo debe ir en el centro, lo cual implica que la configuracién
original estaba en equilibrio.

El mismo argumento se puede hacer para cualquier par de bloques
cuyos pesos seas racionales. Luego, usando un pasaje al limite se pue-
de extender el resultado al caso de pesos irracionales.

La conclusién es que si colocamos dos bloques que pesan p y g
kilogramos, con el bloque que pesa p en la posicién 1 y el bloque que
pesa g en la posicién o, entonces el pie de apoyo debe colocarse en la
posicion p. Ver la Figura 3.

qkg p kg

|

Notar que los bloques de la Figura 3 representan la distribucién de

o

una variable Bernoulli de pardametro p. Como la esperanza de una tal
variable es igual a p, hemos probado que la posicién del pie de apoyo
coincide con el valor esperado. Esto es completamente general.
Podemos representar la distribucion de cualquier variable discreta
X usando bloques y un tablén. Primero, marcamos un origen cualquie-
ra en el tablon desde el cual medir distancias. Si X toma los valores
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Figura 2: Dos bloques, uno de 1/3 kg y
el otro de 2/3 kg, se mantienen en equili-
brio colocando el pie a una distancia 1/3
del bloque mas pesado.

Figura 3: Dos bloques, uno de p kg y el
otro de g kg, se mantienen en equilibrio
colocando el pie a una distancia p del
origen.
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X1,X7,...con probabilidades py, pa, . . ., colocamos un bloque que pesa
pi kg en la posicién x;. Notar que el peso total de los bloques es 1 kg
pues las probabilidades suman 1. Entonces:

El valor esperado E (X) indica en dénde debe colocarse el pie de apoyo
para que el conjunto de bloques se mantenga en equilibrio.

Dicho de otro modo, el valor esperado es el centro de masa de la
distribucién.

El problema de las pruebas sanguineas

Un gran ntiimero N de personas se ve sometido a una prueba san-
guinea, que se puede administrar en dos formas:

(i) Se prueba a cada persona por separado. En este caso se requieren
N andlisis.

(ii) Se mezclan las muestras de sangre de k personas para examinar-
las juntas. Si la prueba resulta negativa, esta prueba serd suficiente
para las k personas. Si la prueba es positiva, cada una de las k per-
sonas debe analizarse separadamente, y en total, se requieren k + 1
pruebas para las k personas.

Supongamos que la probabilidad p de que el andlisis resulte positivo es
la misma para todas las personas, y que los resultados de las pruebas
son independientes.

¢(Cudl es la probabilidad de que el andlisis de una muestra mezclada
de k personas resulte positivo? Como las personas resultan positivas
con la misma probabilidad p y son independientes, la probabilidad de
que ninguna de las personas del grupo sea positiva es (1 — p)¥. Asi que
la probabilidad de que el grupo resulte positivo, o sea de que alguna
de ellas sea positiva, es g = 1 — (1 — p)~.

(Cudl es el valor esperado del ntiimero X de pruebas necesarias en
el programa (ii)? Aunque a primera vista parezca dificil calcular el
valor esperado de X, usaremos un truco muy comiin que consiste en
escribir la variable como suma de variables mds simples. La variable
X se puede escribir como

en donde X; es el nimero de pruebas necesarias para el i-ésimo grupo.
Esta puede tomar dos valores

X - 1 si el grupo da negativo
l k+1 siel grupo da positivo.



Las probabilidades son respectivamente 1 — g y 4.
Ahora podemos usar la propiedad de linealidad del valor esperado.
La esperanza de cada X; es igual a

EXj))=1-1-q)+(k+1)-g=1+kq.
Entonces, el valor esperado de X es

N 1
Supongamos ahora que se trata de una prueba para una enfermedad
rara, para la cual p es muy chico. Entonces, podemos aproximar (1 —
p)F por 1 — kp ya que los otros términos contienen potencias mayores
de p. Con esta aproximacion el valor esperado nos queda

E(X)%N(%-l—kp).

(Cual es el valor de k que minimiza el valor esperado? Si obviamos el
hecho de que k debe ser entero y consideramos la funcién

1
fx) = +xp,
usando las herramientas de cdlculo vemos que el minimo se da en
x=1/,/p.
Es decir, si p es chico, el método de mezclar las muestras de grupos
de tamafio k ~ 1/,/p hace que el valor esperado de pruebas se reduzca

a E(X) ~2/pN.

Valor esperado de variables continuas

¢Coémo podemos definir la esperanza de una variable continua X?
La idea es muy simple. Imaginemos que dividimos la recta real en
intervalos de longitud Ax; centrados en puntos x;. Llamemos Xj a la
variable discreta que vale x; cuando X cae en el intervalo centrado en
xk. Notar que la probabilidad de que Xy valga xj es aproximadamente
igual a p(xy)Axg.

La esperanza de Xy es por definicién

E (Xo) = Zka (X() = xk) = Zxkp(xk)Axk.
k k

Si los intervalos Axy son todos pequefios, esta suma es aproximada-
mente igual a la integral de xp(x).

Esperanza de una variable continua

La esperanza de una variable continua X con densidad p(x) se
define como

E(X)= /_:o xp(x)dx.
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Ejemplo 3 Dos puntos se eligen al azar de manera uniforme e inde-
pendiente en un segmento de longitud unidad, y dividen al segmento
en 3 piezas. ;Cudl es la longitud promedio del segmento izquierdo?
Llamemos X e Y a las coordenadas de los dos puntos en el intervalo
[0,1]. El segmento izquierdo es el que va desde 0 hasta Z = min{X, Y},
y su longitud es precisamente Z. Debemos hallar la densidad de Z.
En la Figura 4 se muestra el evento {z < Z < z+dz}. Su érea es

(1-2)?—(1—z—dz)?=2(1—z)dz — dz°.

Luego, la densidad de Z estd dada por (para 0 < z < 1)

. P(z<LZ<Lz+dz) . B
p(z) = dlzlglo e = [11213102(1 z) —dz =2(1-2z).

Entonces, la esperanza de Z es

E(Z)= /Olzp(z)dz = 2/012(1 —2z)dz = %

Notar que 1/3 corresponde a dividir el segmento en 3 partes iguales.
(Se te ocurre algtn argumento de simetria que permita llegar directa-
mente al 1/3 sin hacer célculos? u

Ejemplo 4 El ejemplo anterior nos ensefia algo interesante. Cuando
tenemos dos puntos aleatorios en un segmento es natural llamar A
al més chico y B al mas grande. Eso parece simplificar la discusién
de casos para, por ejemplo, calcular una probabilidad. Pero eso no es
correcto, y el problema es que si llamamos al mas chico A, entonces A
no tiene distribucién uniforme en el segmento.

Usando la notacién del ejemplo anterior, A = min{X,Y} y B =
méx{X, Y}. Como vimos, el valor esperado de A es E (A) = 1/3. ;Cudl
es el valor esperado de X?

La densidad de X es uniforme en [0,1], por lo que p(x) = 1 si
0 < x < 1. Entonces

E(X) = /lep(x)dx = /ledx = %

En particular, E (X) # E (A), por lo que A y X tienen distribuciones
diferentes. u

Una férmula para variables positivas

Existe un truco para variables enteras positivas que simplifica a ve-
ces las cuentas.
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Figura 4: El evento {z < Z < z 4 dz}.



Esperanza de variables enteras positivas

Sea X una variable discreta que toma valores enteros mayores
o iguales a cero. Entonces

E(X)=)Y P(X>k). (1)

Demostracion. Por definicién tenemos que
E(X)=) kP(X=k)=) kP(X=k),
k=0 k=1
pues el primer término (k = 0) es cero.
Podemos poner estos términos en un arreglo triangular

Si sumamos las columnas, obtenemos
P(X>0+P(X>1)+P(X>2)+---,
que es exactamente lo que queriamos probar. O

Ejemplo 5 Sea X el nimero de lanzamientos necesarios para que
una moneda salga cara. Supondremos que la probabilidad de cara es
p-
La probabilidad de {X > k} es (1 — p)*, pues una forma equivalente
de describir este evento es que los primeros k lanzamientos sean cruz.
Usando la férmula (1) obtenemos

AV 1 _1
=p 1-(1-p) p

[1e

E(X) =

k=0

Por ejemplo, si la moneda es justa, se espera lanzar en promedio 2
veces la moneda para que salga cara. u

Ejemplo 6 Los habitantes de una isla remota planean sus familias
teniendo hijos hasta que nazca la primera nifia. Vamos a asumir que la
probabilidad de tener una nifia es 0.5, que los nacimientos son inde-
pendientes, y que no hay nacimientos multiples.

¢Cudl es el ratio de nifios y nifias en la isla?

Para una familia dada, el nimero de hijos X puede modelarse como
la cantidad de lanzamientos necesarios para obtener cara, cuando se
lanza una moneda con probabilidad de cara igual a o.5. Esta familia
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tiene entonces X — 1 nifios y 1 nifia. Asi que el ratio de nifios sobre
nifias, para esta familia, es X — 1.

El ratio en la isla corresponde a E (X — 1) = 1. Asi que por mds raro
que parezca, la cantidad de nifias es aproximadamente igual a la de
nifios. |

Esta formula se puede generalizar a variables discretas positivas
que no son necesariamente enteras. La clave estd en observar que
P(X >k)=1—F(k) en donde F es la f.d.a. de X.

~ F()
1 ————————————————————————————————————————————————————————————————
1
x5 - p(xs) :
, ]
xg - p(xg) }
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, o
x3 - p(x3) :
7777777777777777777777 ‘—l
X2 p(x2) |
,,,,, ® :
x1-p(x)!
© 5 2 s s X5 -

Figura 5: Podemos calcular el valor es-
perado de una variable positiva X como
el area comprendida entre la fda F(x) y
dreas de rectdngulos. Al sumar todos estos valores, el resultado es el 1.

En la Figura 5 estdn representados los términos x; - P (X = x;) como

drea total por encima del grafico de F. Esta drea es igual a la integral
de 1 — F(x) en el intervalo [0, c0).

Esperanza de una variable positiva

Sea X una variable aleatoria mayor o igual a cero. Entonces

E(X) = /0°°(1 _ F(x))dx. 2)

Esta férmula nos serd muy util mas adelante. La hemos probado
(en la Figura 5) para variables discretas, pero también es vélida para
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variables continuas, y la prueba es aun mds simple:
/ (1—F(x))dx = / P(X > x)dx = / / p(u)dudx
0 0 0 Jx

:/Ooo/oup(u)dxdu:/Ooop(u)/oudxdu

= /0 up(u)du = E (X).

Ejemplo 7 Sea X una variable aleatoria con densidad p(x) = e™*
para x > 0. ;Cuadl es su valor esperado?
Si aplicamos directamente la definiciéon, debemos calcular la integral

E(X) = /Ooo xp(x)dx = /Ooo xe *dx.

Esta integral se puede resolver por integracién por partes. No es dificil
ver que la integral vale 1, por lo que E (X) = 1.

Sin embargo, podemos aplicar la férmula para variables positivas.
La fda de X es

F(x) = /Ox e tdu=1—e".
Luego
E(X) = /0 (1—F(x))dx = / e Ydx =1.

0
En muchas situaciones similares a esta, la férmula de variables positi-

vas es mds facil de integrar. [ |
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