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Resumen Veremos a través de varios ejemplos cémo definir la proba-
bilidad condicional de un evento dada la informacién adicional de que
otro evento ha ocurrido. Esto nos llevara a definir la nocién de eventos
independientes. Por tltimo, veremos cémo podemos aplicar estas ideas
al famoso juego de Monty Hall.

Dado que...

En general la probabilidad de que un evento ocurra cambia si sa-
bemos que otro evento ha ocurrido. Un caso extremo es cuando los
eventos son incompatibles, pues la ocurrencia de uno de ellos hace
imposible la ocurrencia del otro. La probabilidad de un evento bajo la
condicién de que otro ha ocurrido se llama probabilidad condicional.

Ejemplo 1 Disponemos de tres cartas pintadas de la siguiente mane-
ra: una es roja en ambos lados, otra es roja en uno y blanca en el otro,
y la tercera es blanca en ambos lados. Se elige una carta al azar y se la
apoya sobre una mesa con algtn objeto que cubra el lado que queda
visible hacia arriba para que no podamos verlo. ;Cuadl es la probabili-
dad de que el lado que toca la mesa sea rojo?

Cada carta puede ser representada por un par (c1,cp) en donde ¢;
es el color del lado 1 de la carta y ¢, es el color del lado 2 de la carta.
Los colores pueden ser rojo (r) o blanco (b). Ademas, la carta puede
ser apoyada sobre la mesa con su lado 1 hacia abajo o con su lado 2
hacia abajo. Asi, el espacio muestral es

Q={(r1),(0b1),(,b1),(rr?2),(Db2),(bb?2)}

en donde las dos primeras coordenadas indican los colores del lado 1
y 2 de la carta y la tercera sobre qué lado la carta es apoyada sobre la
mesa.

Claramente las seis ternas son igualmente probables, por lo que la
probabilidad de elegir una de ellas es 1/6.

El evento que nos interesa es

A={(r,r1),(r,b1),(r,r,2)}

pues consiste de aquellas realizaciones para las cudles el lado sobre la
mesa es rojo.

De modo que la probabilidad de que el lado sobre la mesa sea rojo
es
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Consideremos el mismo problema pero con informacién adicional. Su-
pongamos ahora que quitamos la cobertura del lado visible de la carta
elegida. De esta forma podemos ver el color del lado hacia arriba. Si
vemos que el lado hacia arriba es rojo, ;cudl es la probabilidad de que
el lado sobre la mesa sea rojo?

El espacio muestral y las probabilidades siguen siendo los mismos

Q={(r1),(b1),(,0b1),(rr2),(rb?2),(Db,D>b2)}.

Sin embargo, ahora sabemos que una de las ternas indicadas en rojo
ha ocurrido. Dicho de otro modo, el nuevo espacio muestral es

Q' ={(r,r1),(r,1,2),(r,b,2)}

ha ocurrido y queremos saber c6mo esta informacién afecta la proba- Mesa
bilidad de A. l l

Entre estas tres posibles ternas, no hay ninguna que tenga una pre- Mesa Mesa
ferencia de ser elegida sobre las demds. Por tanto, la probabilidad de Figura 4: El evento ().

cada una, suponiendo que una de ellas ha ocurrido, es igual a 1/3. Co-
mo de las tres solamente (r,7,1) y (,7,2) tienen un lado rojo hacia la
mesa, i.e. son también ternas de A, tenemos que la nueva probabilidad
de Aes?2/3. [ |

Ejemplo 2 Se lanza una moneda justa tres veces. ;Cuadl es la proba-
bilidad de que salgan tres caras?
El espacio muestral muestral es

Q= {CCC,CCX,CXC,CXX,XCC,XCX,XXC, XXX}.

Todas las posibilidades son igualmente probables asi que P (3 caras) =
1/8.

Supongamos ahora que sabemos el primer lanzamiento sali6 cara.
Dada esta informacién, jcudl es la probabilidad de que salgan tres
caras? El nuevo espacio muestral es

Q' = {CCC,CCX,CXC,CXX}
ha ocurrido, y las posibilidades siguen siendo equiprobables. Asi que
P (3 caras dado que la primera es cara) = 1/4.

Reformulemos en términos de eventos el razonamiento que segui-
mos en los dos ejemplos anteriores. El objetivo es calcular la probabi-
lidad de un evento A, pero sabiendo que otro evento B ha ocurrido.
Esta informacién adicional reduce el espacio muestral a B (antes lo
llamamos (Y'), y aunque las probabilidades siguen siendo las mismas,
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deben ser normalizadas para que el total sea nuevamente 1. Los pun-
tos que estdn en A y en B simultdneamente son exactamente aquellos
de la interseccion A N B. Asi que la probabilidad que buscamos es
P(ANB)/P(B).

Definicién de probabilidad condicional

Sean A y B dos eventos de un espacio muestral (), y suponga-
mos que P (B) > 0. Definimos la probabilidad condicional de

A dado B como
P(ANB)

P (B)

Representa la probabilidad de A cuando se sabe que el evento

P(A|B) =

B ha ocurrido.

Ejemplo 3 A las 9 pm Ana pide una pizza y le dicen que el delivery
llegara al azar en cualquier momento dentro de la hora que sigue. En
ese mismo momento, Ana sale a comprar la bebida y estd de vuelta en
su casa luego de 15 minutos (a las 9:15 pm).

Ana espera 15 minutos mds y a las 9:30 pm se empieza a preocupar
porque el timbre no suena. ;Cuadl es la probabilidad de que el delivery
ya haya pasado por lo de Ana, mientras ella no estaba en la casa?

El espacio muestral es () = [0, 1], que representa el momento (la ho-
ra) en el que llega el delivery a la casa de Ana. Sabemos que el evento
“el delivery no llega entre las 9:15 y las 9:30” ha ocurrido, llamémoslo
B. Estamos interesados en el evento “el delivery llega entre las 9 y las
9:15”, que denotamos por A.

La probabilidad condicional de A dado B es

P(ANB)  1/4
P(B)  1/4+1/2

P(A|B) = 1/3.

Notar que la probabilidad condicional no es simétrica en A y B.
Esto es, en general P (A|B) # P (B|A). Por ejemplo, si A es el evento
que coincide con todo el espacio muestral ), entonces P (QQ|B) =1,y
sin embargo, P (B|Q)) = P (B) que no siempre es igual a 1.

La probabilidad condicional es una funcién de dos variables

(A, B) — P (A|B).

Cuando fijamos la segunda variable, es decir el evento B por el cual
estamos condicionando, la funcién de probabilidad condicional

P (-|B) : Eventos — [0, 1]

que a cada evento A le asocia P (A|B), es una probabilidad en ().* Es
decir, verifica la definicién axiomaética de Kolmogorov:

A
0 1/4 1/2 1

Figura 5: Espacio muestral Q2 y eventos
Ay B del Ejemplo 3.

*Esto no es cierto para la funcién que
obtenemos cuando fijamos la primer va-
riable
B+~ P(AlB).

Esta funcién se llama funcion de verosimi-
litud y serd muy importante para noso-
tros mas adelante, pero no es una proba-
bilidad.

Veamos un ejemplo. En el lanzamiento
de un dado consideremos los eventos

A = {sale 6} y B = {sale un nro. par}.

Entonces
P(A|B°) =0,

1-P(A|B)=1-1/3=2/3,
por lo que P (A|B°) #1— P (A|B).
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« P(OIB) = P = T =1,

m Y si Ay, Ap, ... una sucesion de eventos dos a dos incompatibles,
entonces

(5

) P (Ui Aw)NB) _ P(Usi(AxNB))
P (B) P (B)

AnﬂB =

= ¥ PO = L),

Esto tiene como consecuencia importante que P (-|B) cumple con las
propiedades bésicas que probamos en el capitulo anterior, pues éstas
son validas para cualquier probabilidad. Por ejemplo, vale que

P(A°|B)=1—P(A[B).

La definicién de probabilidad condicional se puede reformular de
siguiente manera:

Regla del producto

Sean A y B dos eventos de un espacio muestral (), y suponga-
mos que P (B) > 0. La ecuacién

P(ANB) =P (B)P(A|B)

se llama regla del producto de probabilidades.

Ejemplo 4 Dos cartas se extraen de un mazo de poker. Sean los
eventos

S1 = “la primera carta es de #” y Sp = “la segunda carta es de &”.

(Cuénto vale P (S, N S1)?

Por la regla del producto P (S N S1) = P (52/S1) P (S1). Por un lado,
como hay 13 cartas por palo, P (S;) = 13/52. Por otro, si la primera
carta es de piques, de las 51 restantes en el mazo 12 son de piques. Por
lo tanto P (S|S1) = 12/51. Luego

13 12 3
52 51 51

Observar que el mismo resultado se obtendria contando directamente

(52 N 51)

los pares de cartas posibles. |

Eventos independientes

La probabilidad condicional mide la dependencia entre los eventos
Ay B, o mejor dicho, cudnto influye B en la ocurrencia de A. Por
ejemplo:
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= Si Ay B son incompatibles, entonces P (A|B) = 0.
= Si B estd incluido en A, entonces P (A|B) = 1.

Estas son situaciones en las cuales la ocurrencia de B determina com-
pletamente la ocurrencia (o no) de A. En este sentido los eventos son
altamente dependientes.

Ejemplo 5 Elegimos un punto al azar en un cuadrado Q). Fijemos el
evento B como siendo la mitad derecha del cuadrado. Consideremos el
evento A que consiste en un rectingulo dentro de ) de lados paralelos
a los ejes, y veamos cémo varia P (A|B) segun la posicion de A.

Como B es fijo, en cualquiera de los tres casos Area(B) = 1/2-
Area(Q)).

= En el primer caso, tenemos que Area(A N B) = 1/4- Area(A), por
lo que

_ Area(ANB)  (1/4)Area(A) 1
P(A[B) = Area(B)  (1/2)Area(Q) 2

P (A).

= En el segundo caso, como Area(ANB) = 1/2- Area(A), tenemos
que
Area(ANB)  (1/2)Area(A)

P(AB) = Area(B)  (1/2)Area(Q) = P(4).

= Y en el tercer caso, como Area(A N B) =3/4- Area(A)

_ Area(ANB)  (3/4)Area(A) 3
P(AB) = Area(B)  (1/2)Area(Q) 2 P4).

En resumen, vemos que segtin la posicion relativa de A con B, el evento
B puede o no favorecer la ocurrencia de A:

< P(A) por lo que B desfavorece la ocurrencia de A
P(A|B) { = P(A) por lo que B no influye en la ocurrencia de A

> P (A) por lo que B favorece la ocurrencia de A

Notar que el segundo caso equivale a P (ANB) = P (A) P (B). |

Definicién de eventos independientes

Dos eventos A y B son independientes si

P(ANB)=P(A)P(B).

Ejemplo 6 Dos profesores de una lejana universidad toman un exa-
men oral. Para calificar al estudiante luego de su examen cada profesor

P(A|B) < P (A)

Figura 6: El evento B puede mejorar, no
influir, o empeorar las chances de que el
evento A ocurra.
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debe elegir una nota, estas pueden ser +1 o —1. La nota final del es-
tudiante es la suma de las dos notas. Denotamos por Nj la nota del
primer profesor y N la del segundo.

Lamentablemente, los profesores de dicha universidad eligen la no-
ta del estudiante al azar, de acuerdo a las siguientes probabilidades:

pnm

P(Ny =n,Ny =m) = C

paran,me {—1,+1},

en donde B > 0 es un pardmetro que llamaremos interaccién entre los
profesores, y C es una constante de normalizacién que hace la suma
de las probabilidades igual a uno. La coma que separa {N; = n} de
{N, = m} indica la probabilidad de que ambos eventos ocurran si-
multdneamente (i.e. la interseccion).

La Tabla 1 nos permite visualizar mejor estas probabilidades. Po-
demos calcular C en funcién de B, ya que las probabilidades deben

sumar uno: 5 5
eP +e”
2— =1,
C
de donde C =2 (ef +¢7F).
¢(Cudles son las probabilidades para N;? La nota N; puede tomar

solamente dos valores, +1 o —1, y de la tabla vemos que

P(lel):P(Nl:1,N2:1)+P(N1:1,N2:—1)

_ e:B + efﬁ B 1
c 2
Del mismo modo se muestra que P (N; = —1) = 1/2. Es como si el

primer profesor estuviera tirando una moneda honesta para elegir su
nota.
Los mismos célculos se pueden hacer para Ny, y vemos que

P(N=+1)=P (N, = —1) = -.

Es decir, las probabilidades para N7 y Np son las mismas, cada profesor
tira una moneda para elegir la nota. Sin embargo, esta no es toda la
historia, ¢son las monedas independientes?

La tabla anterior nos sugiere que existe una dependencia entre Nj
y Nz. De hecho si calculamos las probabilidades condicionales vemos
que

= = prm
PO =ity =) = S 2

Si fueran independientes, esta probabilidad seria iguala P (N} = n) =

1/2. Es decir, se deberia cumplir la ecuacién

2ePnm 1

C 2

PROBABILIDAD CONDICIONAL 6

n\m -1 +1
-1 ef/C e B/C
+1 e P/C eP/C

Tabla 1: Tabla de proba

bilidades de las

diferentes notas de los profesores.

A

1/2 1

Probabilidad

—1

+1

~

N1:n

Figura 7: Probabilidades para la nota N;
independientemente de lo que sea N>.
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Sustituyendo C por el valor que calculamos antes, esta ecuaciéon se

transforma en
ePrm 1

e b 2
Es facil ver que esta ecuacién se cumple solo para § = 0. Este caso
es muy distinto a los demaés (cuando B > 0). De la ecuacién anterior
vemos que, cuando B = 0, para todo par n,m € {—1,4+1} se cumple
que
P(N;=n,Ny=m)=P(Ny=n)P (N, =m).

En los otros casos las notas de los profesores son cada vez mds depen-
dientes entre si a medida que B crece. Esto lo podemos ver calculando
por ejemplo la probabilidad de que ambas sean iguales:

P(Nl = Nz) = P(Nl =+4+1,N, = +1)+P(N1 =—-1,N, = *1)
P e P

De la figura podemos ver que P (N7 = Nj) crece con 8 y de hecho
tiende a 1 a medida que f tiende a +co. Para valores muy grandes
de B la probabilidad de que Nj sea igual a N es muy cercana a uno.
Claramente esto sugiere una fuerte dependencia entre ambas notas.

En la figura que sigue se muestra una simulacién con diez realiza-
ciones del par (Nj, N,) para los valores de p = 0 abajo y de § = 0.5
arriba. Un cuadrado en gris significa que la nota ha sido 41 mientras
que uno en blanco que ha sido —1.

B =05
N
Ny

=0
N
Ny

Para B = 0.5 la cantidad de veces en que N; y N, coinciden es muy
superior que para 8 = 0. u

El juego de Monty Hall

Es probable que muchos de ustedes ya lo conozcan. De todos modos
es un juego altamente pedagogico, asi que lo estudiaremos en detalle.
Este juego estd basado en el concurso televisivo estadounidense Let’s
Make a Deal. El concursante debe elegir una puerta entre tres, estando
todas ellas cerradas. El premio consiste en llevarse lo que se encuentra

1
2
I
g 1/2 1
[a¥

> B
Figura 8: Probabilidad de que Nj sea
igual a N en funcién de B.
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atrds de la puerta elegida. Se sabe con certeza que atrds de una de
ellas hay un auto, y atrds de las otras dos hay chanchos?. Una vez
que el concursante ha elegido una puerta y comunicado su eleccién al
presentador, éste que sabe lo que hay atrds de cada puerta, abre una
de las otras dos en la que haya un chancho. A continuacién, le da la
opcién al concursante de cambiar, si lo desea, de puerta entre las dos
opciones restantes. ;Debe el concursante mantener su eleccién original
o elegir la otra puerta?

@ @

Para dar una respuesta, es importante ser claros en el protocolo que
sigue el presentador. Hay tres suposiciones basicas:

= el presentador siempre abre una puerta,

= la elige entre las restantes después de que el concursante elige la
suya,

= atrds de esta siempre hay un chancho.

Aunque se puede razonar de forma méds simple, haremos algo bastante
complicado para que no queden dudas sobre la mejor estrategia para
el problema.

Representaremos las puertas por los ntimeros 1, 2 y 3. Considere-
mos como espacio muestral las 4-tiplas de ntimeros

Q={w=(xyzt):x,yz€{1,2,3}conz#y,z#xyte{0,1}},

en donde x representa la puerta en la que estd el auto, y la puerta que
elige el concursante inicialmente, z la puerta que abre el presentador,
y t es 1 si el concursante decide cambiar de puerta y 0 si no cambia.
Las condiciones z # x y z # y representan que el presentador abre
una puerta diferente a la que eligi6 el concursante y que ésta tiene un
chancho.

Todo es bastante claro hasta el momento en el que el presentador
nos pregunta si queremos cambiar de puerta. Si nos olvidamos por un
instante de esto, las ternas posibles para el juego son

2 Esta es la version de El Show del Medio-
dia, en la versién original hay cabras en
lugar de chanchos.
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1,1,2 2,21 3,31
1,1,3 2,23 3,32
1,2,3 2,1,3 3,1,2
1,32 231 321

En esta tabla, las primeras dos filas muestran los casos en los que
el presentador tiene dos opciones para abrir una puerta. Una vez que
elegimos cambiar o no de puerta, el espacio muestral se completa y
queda

No cambiamos Cambiamos
1,1,2,0 2,2,1,0 3,3,1,01,1,2,1 2,2,1,1 3,3,1,1
1,1,3,0 2,2,3,0 3,3,2,011,1,3,1 2,2,3,1 3,3,21
1,2,3,0 2,1,3,0 3,1,2,01 1,2,3,1 2,1,3,1 3,1,2,1
1,3,2,0 2,3,1,0 3,2,1,01 1,321 2311 3,21,1

De cierta forma, la pregunta consiste en elegir si poner un 0 o un
1 al final de las ternas. Podemos elegir hacer siempre lo mismo, por
ejemplo si ponemos siempre un 0 estamos diciendo que no cambia-
rfamos nunca de puerta, y reciprocamente si ponemos siempre un 1
estamos diciendo que cambiariamos siempre. Pero también puede ser
interesante considerar estrategias en las cuales a veces ponemos un 0
y a veces un 1.

Naturalmente lo ideal seria poner un 0 cuando hemos elegido la
puerta con el auto y 1 cuando no. Sin embargo esa informacién no la
disponemos cuando jugamos. Asi que supondremos que una vez que
el presentador abre la puerta y nos pregunta si queremos cambiar, ele-
gimos cambiar con probabilidad p € [0,1]. Si p = 0 nuestra estrategia
es no cambiar nunca, y si p = 1 nuestra estrategia es cambiar siempre.
Para los p intermedios, a veces cambiaremos y a veces no.

Para asignar probabilidades a las 4-tiplas de la tabla procedemos de
la siguiente manera. Es claro que el auto puede estar en cualquiera de
las tres puertas, y las tres son equiprobables. Luego, la primer coorde-
nada de la 4-tipla toma los valores 1, 2 y 3 con probabilidad 1/3. Lo
mismo podemos decir de la puerta que elige el concursante.

El punto delicado estd cuando asignamos probabilidades para la
puerta que abre el presentador. En la tercera y cuarta fila no hay am-
bigtiedad ya que el presentador solo tiene una opcién posible, y por lo
tanto la elige con probabilidad 1. Sin embargo, en las primeras dos fi-
las el presentador tiene dos opciones. Supondremos que elige la puerta
que va a abrir al azar con probabilidad 1/23.

En resumen, si asumimos que todas las desiciones hechas por el
presentador y el participante son independientes, las 4-tiplas tienen
las probabilidades

3 Se podria cambiar el protocolo del pre-
sentador para que esto no sea mas asi.
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1

X X5 Xp

x%x(l—p)‘ X

x1x(1—p) ‘

W= | W=
W= | QI
W= | W=
Wl | QI

X XzX1lxp

en donde la divisién horizontal corresponde a las primeras dos filas y
la divisién vertical a si cambiamos o no.

Podemos verificar que las probabilidades suman 1. Como tenemos
seis 4-tplas en cada bloque, resulta

6 6 6 6
gl-P +gl—p)+gptgr=1

¢Cudl es la probabilidad de ganar el auto? Basta notar que las 4-tiplas
ganadoras son las que estan en los bloques de la diagonal:

X x%x(l—p)‘ X TX3Xp

x1x(1—p) ‘

Q= | Q=
W= | Q=
Q= | QI
W= | QI

X Xazx1xp

Por tanto, la probabilidad de ganar es

1 2 1 1
G(p)—§x(1—p)+§xp—§+§xp.
/\G
En particular, G(0) = 1/3 y G(1) = 2/3. Es decir, si no cambiamos »)

nunca tenemos 1/3 de chances de ganar, y si cambiamos siempre te-
nemos 2/3 de chances de ganar.

Mas atn, si cuando el presentador nos pregunta si queremos cam-
biar de puerta, tiramos una moneda para ver si cambiamos o no (p =
1/2), entonces tenemos 1/2 de chances de ganar. 1/3
La funcién G(p) es una funcién lineal cuyo grafico se muestra en

la figura arriba. Notar que la probabilidad de ganar se maximiza si

2/31---------

nuestra estrategia es cambiar siempre (p = 1). 0

f

10

p

Figura 9: Probabilidad de ganar G(p) en
funcién de la probabilidad p de cambiar

de puerta.
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