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1. Comparacion de dos muestras independientes

Como vimos en las clases sobre test de permutaciones, una tarea comun en la investigacién
es comparar dos poblaciones o grupos. Los investigadores pueden desear comparar el nivel
de ingresos de dos regiones, el contenido de nitrégeno de dos lagos o la efectividad de dos
medicamentos. Una pregunta inicial que surge es qué aspectos (parametros) de las pobla-
ciones deben compararse. Podriamos considerar comparar los promedios, las medianas, las
desviaciones estandar, las formas de las distribuciones o los valores mdximos. El pardmetro
de comparacion depende de cada problema particular.

La comparacién mas comun de dos distribuciones es la comparacién de las medias. Si pode-
mos asumir con seguridad que los datos en cada grupo se ajustan a una distribucién normal,
podemos usar un test t de dos muestras para comparar las medias de estas dos poblaciones.
Es lo que haremos en esta clase, partiendo de los IdC para definir un TdH.

La diferencia de lo que haremos en esta clase con lo que hicimos con los test de permuta-
ciones es que ahora supondremos un modelo poblacional. Supondremos que disponemos de
dos muestras aleatorias independientes, una para cada poblacion.

Consideremos dos muestreos aleatorios
X],...,Xn € Y],...,Ym

independientes entre ellos. Supondremos que tanto X como Y tienen distribucién normal,
con media y varianza desconocidas, pero que X e Y tienen la misma varianza:

X ~N(ux,6?), Y ~N(uy,c?).
La diferencia de los promedios muestrales

X-Y
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es una combinacioén lineal de variables normales independientes, por lo que también tiene
distribucién normal.

Como )

- - - 2 1 1
E(X—Y):ux—uy, Var(X—Y)—C:Q—i—C;—Gz(n—i—m),

la diferencia de promedios tiene distribucién

1 1
N<.Ux—HY3C72 <+)>
n m

Denotemos por S% y S las varianzas muestrales

1

n—

(%, —7)%.

=

Il
_

(Xi_Y)27 SIZ/ -

I=

™=

2 _
Sy =
i=1

Entonces
(n=1)8%/0* ~ x*(n—1), (m—1)Sy/0> ~ x> (m—1).

Como son independientes, la suma también tiene distribucién x:
(n—1)S% + (m—1)S7

= ~x (m+n-2).

Definimos la varianza muestral agrupada S> como

2= (m—1)S% + (n—1)S}
m—+n—2 '

Entonces, si formamos el producto

tiene distribucién

que es por definicién la distribucién ¢ de Student con n + m — 2 grados de libertad.

Tenemos entonces el estadistico que precisamos para construir un IdC para la diferencia
Ux — Wy de las medias.

Consideremos un nivel de confianza 1 — . Entonces

— 11
P<|X—Y—(ux—HY)’§f'5 n_|_m> :P(|T‘§l‘):1—0¢

si, y solamente si, ¢ es el valor critico #,,,,—2 (0 /2) asociado a la probabilidad de cola o /2.

Un IdC (exacto) para la diferencia de medias ty — uy al nivel de confianza 1 — ¢ es

o 1 1
X—Y ttpima(0/2)S1/ =+ —
n m

en donde S? denota la varianza agrupada de las dos muestras.

I(x:
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Ejemplo 1

Los datos comprenden mediciones de la anchura méxima de la cabeza (en cm) que se reali-
zaron en 1959 para determinar si los etruscos eran italianos nativos.

Etruscos Italianos

141 147 126 140 141 150 142 | 133 124 129 139 144 140
148 148 140 146 149 132 137 | 138 132 125 132 137 130
132 144 144 142 148 142 134 | 130 132 136 130 140 137
138 150 142 137 135 142 144 | 138 125 131 132 136 134
154 149 141 148 148 143 146 | 134 139 132 128 135 130
142 145 140 154 152 153 147 | 127 127 127 139 126 148
150 149 145 137 143 149 140 | 128 133 129 135 139 135
146 158 135 139 144 146 142 | 138 136 132 133 131 138
155 143 147 143 141 149 140 | 136 121 116 128 133 135
158 141 146 140 143 138 137 | 131 131 134 130 138 138
150 144 141 131 147 142 152 | 126 125 125 130 133

140 144 136 143 146 149 145 | 120 130 128 143 137

La pregunta que se hacen los arquedlogos es si hay evidencia de una diferencia entre estos
dos conjuntos de mediciones.

En lo que sigue, X se refiere a las medidas etruscas e Y se refiere a las medidas italianas.
Hagamos un IdC al nivel 95 % para estimar la diferencia de medias tty — ly. Siempre que
uno quiere usar un test #, debe asegurarse que la distribucién de los datos se puede apro-
ximar por una distribucién normal, al menos hacer un histograma y reconocer una forma
acampanada.

Histogramas de Xe Y
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I
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W
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Anchura del craneo

Unos cédlculos no muy agradables muestran que

n=84, m=T70=n+m—2=152.
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Ademas
X =143.77, Sx =5.97, Y = 132.44, Sy =5.75.

La diferencia de promedios es
X-Y=1133

y la varianza apareada es

5239.5 1 1
§? = 5y~ 345+ =0.026.

/11
Sy =+ —=0.947.
n m

El valor critico #15,(0.05/2) = 1.98, de donde el IdC resulta ser

Entonces

Iosq = [11.33+£1.98-0.947] = [11.33 £ 1.86] = [9.47,13.19].

Como el intervalo no contiene al 0, podemos afirmar que las medias son diferentes. |
Del mismo modo que pudimos pasar de un TdH a un IdC en la clase anterior, podemos
recorrer el camino inverso y definir definir un TdH a partir de un 1dC.

Por ejemplo, podemos realizar el TdH siguiente:

Hp : ux = py
Hy @ ux # py.

Rechazamos Hj si el intervalo de confianza I, no contiene al 0, y no rechazamos Hy en caso
contrario.

En general, podemos testear

Hy: py # Uy +A

para cualquier A (al igual que haciamos con los TdP). En este caso

{Hoiﬂx = Uy +A

Rechazamos H SiA€E Iy,
No rechazamos Hy si A € Iy.

Esto equivale a considerar la regién de rechazo (a dos colas)

El p-valor del test se calcula entonces como

pval (Tops) = P (I = |Tons

HO)
en donde el estadistico es L

X-Y—-A

S

T =

3=

_.I_

S =
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Por ejemplo, en el estudio de los craneos, si queremos testear A = 0, el T €5

11.33
TObS - m — 1196

y por lo tanto el p-valor es
pval (11.96) ~ 1073,

No hay duda alguna en rechazar que las medias de los crdneos son iguales en los dos grupos.

Al igual que hicimos en los TdP, podemos graficar el p-valor en funcién de A, como se
muestra en la figura de abajo. La linea horizontal pasa por la altura 0.05.

P-valor en funcion de Delta

1.0

p-valor
0.4

0.2

Delta

Comparacion entre el TdP y el test ¢

En ejemplo anterior, podriamos haber hecho un TdP en lugar de un test . Veamos en un
ejemplo la comparacién entre los dos.

Tomemos uno de los ejemplos que aparecié en uno de los ejercicios de practico. Un granjero
estd interesado en comparar dos tipos diferentes de gallinero para sus gallinas ponedoras.
Para esto, divide al azar un grupo de 16 gallinas en dos grupos, uno de 7 y otro de 9, unas
van al gallinero A y las otras al gallinero B. Luego registra la cantidad diaria de huevos:

Gallinero A: 41 36 30 33 44 35 32 37 28
Gallinero B: 34 29 27 38 31 39 40

El granjero no tiene conocimientos previos sobre qué gallinero es mejor, asi que haremos
un test a dos colas.

Los dos primeros graficos de la figura de abajo muestran la distribucién de aleatorizacion
del estadistico T (el histograma) y en rojo la densidad de la distribucién ¢ de Student con
n+m— 2 grados de libertad. Notar que la aproximacion ¢ es muy buena.
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Sin embargo, el test ¢ tiene sus limites. Para poder usarlo precisamos verificar con cuidado
que sus supuestos se cumplen. Uno de ellos es que las varianzas de ambos grupos sean
iguales. Supongamos que la persona que ingresa los datos de las gallinas comete un error
de tipeo y el 30 del grupo A lo ingresa como 300. Esto crea asi un dato atipico en el grupo
A, lo cual aumenta bastante su varianza.

Notar (ver los ultimos dos graficos de la figura de arriba) que ahora la distribucion de alea-
torizacién poco tiene que ver con la ¢t de Student. La creacién de ese dato atipico tiene
como efecto que la distribucién de aleatorizacién del estadistico es bi-modal. En este caso
no podriamos usar el test ¢ para analizar los datos.

2. Comparacion de dos muestras apareadas

En la seccidn anterior obtuvimos IdC para la diferencia entre medias, donde se toman dos
muestras aleatorias independientes de dos poblaciones de interés. Esto es, se toma una
muestra de n observaciones de la primera poblacién, y una muestra aleatoria completamente
independiente de m observaciones de la segunda poblacién. En muchas situaciones expe-
rimentales, existen s6lo n unidades experimentales diferentes y los datos estin recopilados
por pares; esto es, cada unidad experimental estd formada por dos observaciones.

Por ejemplo, en un estudio de 1962 se les pidi6 a 14 sujetos que estacionaran dos automo-
viles sustancialmente distintos en cuanto a tamaiio de la llanta y la relacion de vueltas del
volante. Para cada automdvil y para cada sujeto se midi6 el tiempo, en segundos, necesario
para realizar la maniobra; los datos se muestran en la tabla de abajo.

Automoévil Diferencia
Individuo X Y D

1 370 17.8 19.2
2 258 202 5.6
3 162 1638 -0.6
4 242 414 -17.2
5 220 214 0.6
6 334 384 -5.0
7 238 16.8 7.0
8 582 322 26.0
9 336 278 5.8
10 244 232 1.2
11 234 29.6 -6.2
12 21.2 20.6 0.6

13 362 322 4.0
14 29.8 53.8 -24.0

Notar que cada sujeto es la “unidad experimental” mencionada anteriormente. Deseamos
obtener un IdC para la diferencia entre el tiempo promedio para estacionar los dos automoé-
viles.

En general, el modelo es el siguiente. Suponemos que los datos son pares
(X;,Y;) i=1,...,n

que forman un muestreo aleatorio del par (X,Y). Supondremos X e Y tienen media uy y
Uy respectivamente, que la diferencia D = X —Y tiene distribucién normal, con media up
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y varianza 63. Entonces podemos pensar a las diferencias
Di:Xi—Yi, izl,...,n

como un muestreo aleatorio de D. Es decir, las mediciones para unidades experimentales
diferentes son independientes, pero no tienen porque serlo dentro de un mismo par (i.e. X e
Y pueden no ser independientes).

La variable D es normal con
Up = Ux — lly, O©p = Gy +0p —2cov(X,Y).

En particular, aunque las varianzas de X e Y sean conocidas, no lo serd la varianza de D, a
menos que se conozca la covarianza entre X e Y.

As{ que usaremos el estadistico ¢ para construir el IdC. Llamemos Sp a la varianza muestral
de D.

Notar que es de esperar que la varianza de D sea menor a 63 + 62 dado que al corresponder
las mediciones a una sola unidad experimental, la covarianza serd positiva. Por ejemplo, es
probable que las diferentes personas presenten gran variabilidad en los tiempos de estacio-
namientos, pero esperamos observar una menor variabilidad entre los tiempos de estaciona-
miento de una misma persona.

El estadistico o
V(D — ip)
Sp

tiene distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad. Entonces

T =

Sp

o

P({D—uD\gt- ):l—a@t:tn_l(a/z).

Un IdC (exacto) al nivel 1 — o para up = Uy — Uy €s

Iy = [Dj:tnl(a/Z)-f/%].

Calculemos el intervalo al nivel 90 % para el ejemplo de los automéviles. En este caso D =
1.21 y Sp = 12.68. El valor critico de la distribucién ¢ correspondiente es 713(0.05) = 1.77,
por lo que IdC para pp al nivel 90$ es entonces

Togo = [—4.79,7.21].

Observar que el intervalo de confianza para up incluye al cero. Esto implica que, al nivel
de confianza del 90 %, los datos no apoyan la afirmacién de que los dos automéviles tienen
diferentes tiempos de estacionamiento medios iy y Uy. Es decir, el valor up = ux —uy =0
no es inconsistente con los datos observados.

Al igual que hicimos en la seccién anterior, podemos transformar este IdC en un TdH para
Up. Por ejemplo, podemos realizar el TdH siguiente:

H():/.LDZO
HAI,LLD#O.
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Rechazamos Hj si el intervalo de confianza I, no contiene al 0, y no rechazamos Hy en caso
contrario.

En general, podemos testear
Hj : Up = A
Hp:up #A

{Rechazamos Hy SiAE Iy

para cualquier A. En este caso

No rechazamos Hy si A€ I.

Esto equivale a considerar la region de rechazo (a dos colas)

fa = [ n/f‘

El p-valor del test se calcula entonces como

>ty a/z)]

pval (Tips) = P (|T] > [Tons

HO)
en donde el estadistico es o
_ D-A
Sp/v/n’

Por ejemplo, en el estudio de los automdéviles, si queremos testear A = 0, el Tops €S

121
Tops = ———— =0.357
T 12.68/v/14

y por lo tanto el p-valor es
pval (0.357) = 0.7268.

Como es un p-valor muy grande, no hay evidencia para rechazar Hy.

3. Prueba para la ausencia de correlacion (p = 0)

Si suponemos que el par (X,Y) tiene distribucién normal bi-variada, podemos hacer un
TdH sobre la independencia de X e Y. Recordar que en el caso normal la independencia es
equivalente a la ausencia de correlacion.

Como vimos en la clase de estadistica descriptiva de dos variables, cuando existe una rela-
cién entre X e Y, parte de la variacién de Y se explica por el hecho de que cuando X cambia,
arrastra consigo a Y. ;Cuanto influye esto en la variacion total de Y?

Observar que la media de las predicciones de regresion reg(X;) coincide con la de Y:

1 & 1 & SY - =
- Yy Y=7.
. Z’reg( n rSX )+

La variacion explicada por la regresion es por definicion

n

reg 1
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Podemos descomponer la variacién total de ¥ como S7 = ECM? + §2

reg- La prueba es una
cuenta: primero observar que

i Y; —reg(X;)) (reg(X;) —Y) =0

i=1

De aqui resulta

N

2

— Y; —reg(X;) +reg(X;) —Y)

=

—

2

= ECM? +
n—1

-

(Y —reg(X;)) (reg(X;)) —Y) +s reg =ECM? + Srzeg
1

1

La férmula anterior se interpreta asi:

Variaciéon  Variacion Variaci6n
total de Y residual de regresién

S2 =ECM*+ S2

reg
Pero recordando que ECM? = S (1 — r?), podemos re-escribir la relacién anterior como

Variacién Variacién Variacion
total de Y residual de regresién

Sy =Sp(1—-r)+ S3
Es por esto que podemos interpretar el cociente

r Variacién de regresion

1—r2  Variacién residual
como una comparacién de dos varianzas.

Vamos a hallar la distribucién de r/v/1 — r? bajo el supuesto de que p = 0. Para esto hare-
mos un argumento geométrico basado en la simetria rotacional. Supongamos que X e Y son
normales estdndar. Si p = 0 entonces ademds son independientes, y los mismo ocurre con
la muestra (X;,Y;) parai=1,...,n

Denotemos por {ey,...,e,} la base canénica de R". Consideremos el vector unitario

1 & 1

= NG ; e = %(1,

Las proyecciones de X e Y sobre u son
X=X -wu=Xu, Y,= -w)u=Yu
respectivamente, en donde hemos denotado (con un poco de abuso de notacién)
X=(X,....Xn), Y=(Y,....Y,).
Sea V el complemento ortogonal de u. Entonces las proyecciones de X e Y sobre V son
Xy=X-X,, w=Y-Y,.

Por la invarianza rotacional, sabemos que Xy e Yy son independientes y tienen la misma
distribucion conjunta que n — 1 variables normales estdndar independientes.

10
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Notar que las normas de Xy e Yy son
IXv (> = (n=1)S%, W= (n—1)s}.
Mas atn, el producto escalar entre Xy e Yy es

XV 'YV = Z(XI—YXY,—?) = (n— l)rSXSy.
i=1

Entonces, la proyeccién de Yy sobre Xy es

(YV 'Xv) (}’l — I)I"SXSY XV
Y= sy <= UG,

Yvx

La norma de esta proyeccion es precisamente
2 2@ ariamik .
|IYv.x||~ = r“Sy = Variacién de regresion.
>

La proyeccién sobre el complemento ortogonal de Xy tiene norma (1 — r?)S% la variacién
residual.

Por la simetria rotacional, proyectar sobre Xy es como proyectar sobre cualquier direccion
fija. Notar que V tiene dimensién n — 1, por lo que la distribucién de (1 — rz)Slz, es % con
n — 2 grados de libertad. La distribucién de rSy es normal estdndar, y es independiente de
V1 —r2Sy. Luego la distribucién del cociente

rvn—2 _ rSy
VI=r =75/ (n-2)

es ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

11
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El caso general en el que las medias y las varianzas de X e Y son arbitrarias se deduce de
este por linealidad.

Sea (X;,Y;), i = 1,...,n, un muestreo i.i.d. de (X,Y) con distribucién normal bi-
variada. Sea r el coeficiente de correlaciéon muestral. Si p = 0, entonces

i?

tiene distribucién ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

. J

Esto nos permite plantear el siguiente TdH para p:

Hy : p = 0
Hy - [y 75 0
La region de rechazo es claramente
rlvrn—2
Ry = {|| > t,l_g(oc/2)}.
V1—r2
Veamos un ejemplo.

En un estudio se desea estudiar si existe una relacién entre la presién sistdlica y la edad.
Para esto se estudian 6 individuos, y se obtienen los siguientes resultados:

Individuo Edad, X Presion, Y

A 43 128
B 48 120
C 56 135
D 61 143
E 67 141
F 70 152

De aqui calculamos r = 0.897. El valor critico #,_»(¢t/2) paran =6y oo = 0.1 lo sacamos
de la tabla y es 2.13. El valor de T observado en el estudio es

0.897+/4
Tops = _0897v4 _ 4.06.

Vv1-0.8972

Como Typs > 2.13, rechazamos la hipétesis p = 0.

También podemos calcular el p-valor
pval (4.06) =P(|T| > 4.06|Hy) = 0.0153

que es bastante pequefio. Podemos estar bastante seguros de que existe una asociacion entre
la edad y la presion.

12
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