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1. Estimacion por intervalos de confianza

Supongamos que tenemos un modelo (distribucién de probabilidad) para datos observados
con un parametro desconocido. Hemos visto cémo un TdH usa los datos para probar la
hipétesis de que el pardmetro desconocido tiene un valor particular.

También hemos visto cémo las estimaciones puntuales, como el estimador de mdxima ve-
rosimilitud, utilizan los datos para proporcionar una estimacién del pardmetro desconocido.
Por si sola, una estimacién puntual como X = 2.2 no contiene informacién sobre su preci-
sién; es solo un nimero, independientemente de si se basa en diez datos o en un millén de
datos.

Por esta razén, los estadisticos engordan las estimaciones puntuales con intervalos de con-
fianza. Por ejemplo, para estimar una media desconocida g podriamos decir que nuestra
mejor estimacién de la media es X = 2.2 con un intervalo de confianza del 95 % igual a
[1.2,3.2]. Otra forma de describir el intervalo es: x+1=2.2+1.

Dejaremos para mds adelante la explicacion de qué significa exactamente el nivel de con-
fianza del 95 %. Por ahora, notaremos que, tomados en conjunto el ancho del intervalo y el
nivel de confianza, proporcionan una medida de la fuerza de la evidencia que apoya la hip6-
tesis de que U esta cerca de nuestra estimacion X. Se puede interpretar al nivel de confianza
de un intervalo como andlogo al nivel de significacién de un TdH. No es casualidad que se
use o = 0.05 como nivel de significacion y 1 — a = 0.95 como nivel de confianza.

Primero exploraremos los intervalos de confianza en situaciones en las que podemos calcu-
larlos facilmente. Mas adelante veremos coOmo se relacionan con los TdH.
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Precision en la estimacion de una proporcion

Comencemos con un ejemplo. Una caja contiene una gran cantidad de bolitas de varios
colores. Estamos interesados en la proporcién 0 de bolitas rojas en la caja.

En un primer intento sacamos 10 bolitas de la caja, de las cudles 9 son rojas. Podriamos
estimar 6 con 6 =9/10 = 0.9. Pero surgen dos preguntas claves:

1. Por casualidad, podriamos haber sacado (en proporcién) muchas mds bolitas verdes
de las que hay en la caja. O incluso, aunque parezca bastante improbable, podriamos
haber sacado la unica bola de otro color que hay en la caja. {Qué confianza tenemos
en nuestra estimacion?

2. (Cuén precisa es nuestra estimacién? Serd que la verdadera proporcién de bolitas
rojas es 0.917 ;0.85? ;Cudn lejos de 0.9 puede estar?

Para responder a la primera pregunta podemos repetir el procedimiento varias veces. Asi
que devolvemos las bolitas a la caja, entreveramos bien, y sacamos otra vez 10 bolitas.
Resulta que hay 4 bolitas verdes entre las 10.

Esto complica un poco las cosas, ;con cudl nos quedamos?. Mejor repetir el experimento
para estar seguros. Asi que repetimos el procedimiento 8 veces mds, obteniendo 7, 8, 8, 9,
6, 5,7,y 8. Pongamos los resultados en una tabla

Resultados de sacar 10 bolitas
Intento 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Estimacion & 09 04 0.7 0.8 08 09 06 05 0.7 0.8

(Con qué estimacién nos quedamos? Aqui surge una respuesta natural: con el promedio de
las 10, que es 0.71. Pero esto es un poco tramposo, porque el promedio de las 10 corresponde
a sacar 100 de una vez y estimar la proporcién entre esas 100.

En la Figura|l|se muestran los resultados de diferentes estimaciones. Cada linea punteada
contiene una extraccién de bolitas de la caja representada por un punto. La coordenada
horizontal de ese punto es la proporcién de bolitas rojas en esa extraccion. Las primeras 10
lineas corresponden a las 10 extracciones que estdn en la tabla anterior. Las siguientes 10
diez corresponde a extracciones de 20 bolitas. Cada 10 lineas aumenta la cantidad de bolitas
extraidas de la caja, en la progresion

10, 20, 40, 80, 100, 150, 200, 250, 500, 750, 1000.

La figura muestra que aunque parezca dificil decirlo correctamente, hay un cierto sentido
de precisién y confianza en la estimacién, que aumenta a medida que la cantidad de bolitas
extraidas de la caja aumenta. Confiamos mds en un 6 de las tltimas 10 lineas que en uno de
las primeras. Nuestro objetivo ahora es cuantificar este fendmeno.

Consideremos nuevamente el caso en que sacamos 10 bolitas de la caja. Hemos aprendido
en las dltimas dos clases a poner a prueba las siguientes hipétesis

Ho 10 = 9()
HA : 0 7& 9()
Supongamos que nuestra estimacion es 6 = 0.8, es decir, 8 de las 10 bolitas extraidas son

rojas. Basados en esta estimacidn, podemos definir un intervalo de valores creibles de 6,
por ejemplo 6y = 0.85 es claramente creible, pero 6y = 0.1 no lo es tanto.



Notas PyE 2019-S2

Clase 11

Proporciones de bolitas rojas
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Figura 1: Variacién en las proporciones de bolitas rojas.

&— Valores creibles de ) —
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Valores posibles de 6
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Una forma de decidir si un valor de 6, es creible es haciendo el test: si el test rechaza Hy
entonces 6y no es creible, si no rechaza entonces si lo es.
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En la siguiente tabla se muestra la regién de rechazo para varios valores posibles de 6.
Hemos usado el nivel de significacion oo = 0.1 (para variar un poco). La naturaleza discreta
del problema hace que no se pueda elegir la regiéon de rechazo de forma que el nivel de
significacién sea exactamente O.

En la tabla, las regiones de rechazo estdn indicadas por las celdas pintadas de rojo. Cada fila
corresponde a un valor particular de 6y, y las columnas a los diferentes valores de 6.Si6
cae en una celda roja, se rechaza Hy, y si cae en una celda verde no se rechaza. En cada fila,
la suma de las probabilidades de las celdas rojas es aproximadamente 0.1.

0= 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
6=1.0 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 || .000 || .000 | 1.00
6p=0.9| .000 | .000 [ .000 | .000 | .000 | .001 | .01 | .057 | .194 | .387 | .349
6,=0.8 | .000 | .000 | .000 | .001 | .006 | .026 | .088 | .201 || .302 || .268 | .107
6p=0.7 | .000 | .000 | .001 | .009 | .037 | .103 | .200 | .267 | .233 | .121 | .028
6 =0.6 | .000 | .002 | .011 | .042 | .111 | .201 | .251 | .215 | .121 || .040 | .006
6=0.51| .001 | .010 | .044 | .117 | .205 | 246 | 205 | .117 || .044 || .010 | .001
6=04| .006 | .040 | .121 | .215 | .251 | .201 | .111 | .042 || .011 || .002 | .000
0=03] .028 | .121 | 233 | 267 | .200 | .103 | .037 | .009 || .001 || .000 | .000
6=0.2]| .107 | .268 | .302 | .201 | .088 | .026 | .006 | .001 || .000 || .000 | .000
0p=0.1| .349 | 387 | .194 | .057 | .011 | .001 | .000 | .000 || .000 || .000 | .000
6,=0.0 | 1.00 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 | .000 || .000 || .000 | .000

La columna correspondiente a 6 = 0.8 esta marcada por una doble linea. ;Cudles son los
valores creibles de 6,? Las celdas verdes de la columna 6 = 0.8 corresponden a aquellos
valores de 0y para los cuales el test “aceptaria” Hp. Segtin este criterio entonces, los valores
creibles de 6y son

{0.6,0.7,0.8,0.9}.

Hemos obtenido asi una especie de intervalo de valores creibles, en el cual confiamos que
aproximadamente el 90% de las veces contiene el verdadero valor de la proporcién de
bolitas verdes en la urna.

Es importante entender bien la informacién contenida en esta tabla. Las columnas contienen
la distribucién de probabilidad para cada hipdtesis nula posible 6y. Es decir, la funcién
p(x;60) con x como variable. Las columnas contienen la funcién de verosimilitud p(6, 6y)
con 6y como variable. Por ejemplo, cuando @ = 0.8, vemos que el estimador de maxima
verosimilitud de 6 es justamente 0.8, pues es el valor que maximiza la verosimilitud.
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IdC para theta al nivel 90%
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Proporcion de bolitas rojas en la muestra

En realidad, nuestro intervalo estd bastante incompleto, porque nuestra tabla esta bastante
incompleta. Tendrfamos que incluir una fila para cada valor posible de 6y en el intervalo
[0, 1]. Como esto es obviamente imposible, lo que podemos hacer es cambiar la tabla por un
gréfico.

El grafico anterior muestra el resultado. La coordenada vertical representa cada hipétesis
alternativa 6y posible. La coordenada horizontal es discreta, y representa los 11 valores
posibles de proporcién de bolitas rojas entre las 10 extraidas, desde 0/10 a 10/10. En cada
columna, la zona verde representa los valores creibles de 6. Los puntos en azul representan
el estimador de mdxima verosimilitud en cada caso.

Usando el grafico, y razonando de la misma forma que con la tabla, el intervalo creible de
0 es [0.49,0.96]. Esto responde a las dos preguntas que hicimos mds arriba. En lugar de
decir que la estimacién es 0.8, decimos que la estimacién estd entre 0.49 y 0.96 con una
confianza del 90 %. Esto nos da la precisién (ancho del intervalo) y la confianza al mismo
tiempo.

Definicion informal de intervalo de confianza

Cuando queremos estimar un pardmetro desconocido 6, la estimacién por un in-
tervalo de confianza consiste en dar un rango de valores creibles de 0, en el cual
confiemos al nivel (1 — o) 100 %. La precision dada por el intervalo es su ancho.

La estimacién mediante intervalos de confianza no tiene porqué contener al verdadero valor
del pardmetro, pero la probabilidad de que si lo contenga es 1 — &.

Definicion de intervalo de confianza

Sea Xj,...,X, un muestreo aleatorio de X que tiene distribucién p(x;0) que depende de un
pardmetro 0.
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Dado o € (0, 1), un intervalo de confianza al nivel de confianza 1 — & para 6 es un
intervalo de la forma

o =Ia(X1,e.  Xy) = [a(Xl,...,Xn),b(Xl,...,Xn) ,
en donde a y b son tales que

P(0 €ly(Xi,.... X)) =1—a.

\.

Es decir, los extremos del intervalo son variables aleatorias que dependen de la muestra
Xi,...,X,, y son tales que la probabilidad de que entre ellos esté el pardmetro 6 es 1 — .

Técnicamente, un intervalo de confianza no es mds que un par de estadisticos puntuales
que proporcionan los limites inferior y superior del intervalo. Es importante enfatizar que
el intervalo es un estadistico, por la siguiente razén: el intervalo es aleatorio, nuevos datos
producirdn un nuevo intervalo.

Una advertencia pedante para prevenir malas interpretaciones: el nivel de confianza no es
la probabilidad de que el pardmetro desconocido se encuentre en el intervalo de confianza,
sino la probabilidad de que el intervalo de confianza contenga al pardmetro desconocido. El
parametro desconocido es fijo, y no tiene sentido hablar de la probabilidad de que pertenezca
a un intervalo dado.

Para ser mds precisos, la definicién que dimos arriba es la de un IdC exacto. Pero frecuen-
temente uno se encuentra con otros tipos de IdC:

1. 1dC exacto: es cuando P (0 € Io(Xi,...,X,)) =1—o.
2. 1dC asintdtico: es cuando lim, . P (0 € I4(X1,...,X,)) =1—o.

3. 1dC conservador: es cuando P (0 € Iy (Xi,...,X,)) > 1 —a.

2. El z-intervalo (exacto) para la media de datos normales

Deduccion a partir de la definicion

Supongamos que Xj,...,X, es un muestreo aleatorio de X. Supongamos ademds que X
tiene distribucién normal N(u,c?), en donde 62 es conocido, pero i es desconocido. Ya
nos hemos encontrado con ejemplos de esta situacion, sobre todo en el control de calidad.

Sabemos que un estimador consistente para [ es

- Xi+-+X
Xn:%-

Recordar que
2
E(X,) =y var (X,) = %

Ademds, X, tiene distribucién normal N (i1, 6% /n).

Queremos construir un intervalo de confianza exacto para la media y. Basandonos en la
simetria de la distribucién normal, busquemos un intervalo simétrico y centrado en X,.
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Nos damos:
= un error € > 0,
= y una probabilidad de errar o € (0,1).
Como es costumbre, tipicamente & = 0.1, 0.05, 0.01.
Nos gustaria que encontrar la relacién entre o y € a partir de
P(|X,—u|>¢)=o.

Calculando:

Aqui Z es una variable con distribucién N (0, 1).

Como la funcién de distribucion @ es simétrica:

P (X, —u >s)=1—q><€;/ﬁ>+¢<_a({ﬁ>
21—‘1><€;/ﬁ>+1—cp(8;/’2>
:2[1_q>(8;/’5)]

P(|X,—pu|>e)=a & cb(“f) :1_%'

Sea z4/, € Ry el valor critico de la normal estdndar asociado a la probabilidad o /2, que
cumple ®(z4/,) = 1 — §. Entonces

Es decir que

_ c
P(|X,—ul>e)=0a €=zap oo
Notar que
X, —p|<e o pe[X,—eX,+e].
Si tomamos
o
822&/2%
entonces

P(,ue[ Za/2\fX +za/2\6[]>:1—a.

El intervalo

v “"‘/ZH

es un intervalo de confianza (exacto) al nivel de confianza 1 — ¢ para U.

I = |:X —Z2a/2 =
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Es importante observar que los limites del intervalo

— o — o
a(le' . 7Xn) :Xn _Z(X/Zﬁv y b(Xla cee 7Xn) = Xn +Za/2ﬁ~
son funciones de o y de la muestra Xi,...,X,. Pero no dependen de ningin pardmetro
desconocido. En este caso no hay problema pues hemos asumido que 62 es conocido, pero
si no lo fuera, la férmula de arriba no seria un IdC pues no lo podriamos calcular a partir de
los datos.

La interpretacion es que si realizamos un nimero muy grande de veces el mismo expe-
rimento, de forma independiente, y procedemos a calcular el intervalo correspondiente a
los datos obtenidos, entonces aproximadamente el (1 — @)100% de las veces el pardmetro
desconocido 1 estard en dicho intervalo. Pero a no olvidarse, que también el o100 % el
pardmetro U no estard en intervalo.

Remarquemos algunas observaciones que se deducen de la férmula que dedujimos recién:
= Notar que el ancho del intervalo es 2z, /2%.

» Cuanto més grande el nimero de datos n, mas chico es el intervalo. Es decir, mejor
es la estimacion desde el punto de vista de la precision.

= Cuanto mds grande la varianza 6> también mas grande es el intervalo, por lo que mas
dificil es estimar U.

» Y al variar o € (0,1):

o
= +tooy lim 2z, /—= = 0.
o—1 n

l{m 2z,, ) —
an0 42 Jn

Para ilustrar la dependencia del intervalo con o, consideremos la siguiente tabla que con-
tiene datos simulados por computadora de una distribucién N(0,1).

-0.612 | -2.819 | -0.336 | -0.371 | -0.811 | 0.033 | 0.658 | -1.426 | 0.184 | 0.609
0.291 | -0.951 | -1.131 | 0.332 | -0.449 | 0.693 | 0.568 | 0.309 | 0.589 | -0.632
-0.100 | 0.484 | -1.044 | 0.196 | -0.057 | 1.084 | 1.038 | 0.825 | 0.180 | -2.061

Un intervalo de confianza al nivel 0.05 es [—0.515,0.200]. Esto también se puede escribir
como —0.1575+0.3575. La siguiente figura muestra como varian los extremos del intervalo
al variar o en (0, 1).
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0.6 Intervalos de confianza al variar alpha

Extremos del intervalo

—-04} 4

080 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Valor de 1-alpha

Deduccion como valores creibles

El enfoque que seguimos para obtener el IdC para u fue bastante diferente a lo que hicimos
con la proporcién de bolitas verdes en la seccion anterior. Pero podemos proceder de la
misma manera.

La media u puede en principio ser cualquier nimero real. Supongamos que tenemos el
muestreo Xi,...,X,, podemos entonces considerar el siguiente TdH:

Ho : = o

Hy e # Ho

La region de “aceptacion” al nivel de significacidn, es como vimos en las clases anteriores
c c
Ro = Mo —zap—= Mo+ 22— | -
N Vn
Esto quiere decir que si X,, € Ry, entonces no rechazamos Hy y consideramos a (ly como

un valor creible.

Pero observar que

_ — c

X, €ER & |X,—1o| < tjy o Mo € L.
Es decir que los valores creibles de g son exactamente aquellos que pertenecen al intervalo
I,,. Dicho de otro modo, el intervalo de confianza I, coincide con el intervalo de valores
creibles de u.
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Hipétesis L

Valores posibles de X,

La figura de arriba es la equivalente para este caso de la figura que hicimos para la estima-
cioén de bolitas verdes en la caja. La coordenada vertical corresponde a los posibles valores
de la hipétesis nula g, la horizontal a los posibles valores de X,,. En este caso ambas can-

tidades son continuas.

La linea azul representa el estimador de médxima verosimilitud para p, que en este caso es
el promedio X,,. Por eso divide a la figura en dos partes iguales.

Esta figura hace evidente la dualidad existente entre los IdC y los TdH:

1. Para cada hipétesis nula L, si trazamos una linea horizontal por L, la interseccion
de ésta con la zona verde indica la regidn de aceptacion Ry.

2. Para cada valor observado del promedio X, si trazamos una linea vertical por X, la
interseccion de ésta con la zona verde representa el intervalo de confianza /Iy, consti-

tuido por los valores creibles de .

3. El z-intervalo (asintotico) para muestras grandes

Aligual que en los TdH, si el tamafio de la muestra es grande (en este curso grande significa
n > 30) podemos usar el TCL para aproximar la distribucién del promedio X,.

De hecho, como consecuencia del Teorema de Slutsky

M = N(0,1).

n

10
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en donde
1

n—li

S =

n —
(Xi _Xn)z
=1

es la varianza muestral.

Si procedemos de la misma forma que en la seccién anterior, podemos probar que

_ Sn
Iy = |:Xn iza/2:|
Vn
es un intervalo de confianza asint6tico al nivel de confianza 1 — o.

Veamos un ejemplo de aplicacién de este método.

Supongamos que en una encuesta electoral se toma una muestra de 2500 votantes, de los
cuales 31 % afirman votar por el candidato A.

{Coémo estimamos la cantidad de votantes de A en todo el pais?

De hecho ya sabemos cémo hacerlo, pues es igual al caso de las bolitas verdes en la caja.
Podemos modelar el experimento mediante una variable Bernoulli de pardmetro 6 € (0, 1)
que representa la proporcién real de votantes de A en la poblacién. Es decir,

¥ = { 1 silapersona votaa A

0 sino.

Tenemos una muestra aleatoria de X con n = 2500 y X,, = 0.31. Notar que el 31 % de 2500
es 775.

Fijemos un nivel de confianza de 95 %. Si aplicamos el método que desarrollamos en esa
seccidn (para lo cual precisamos una computadora) obtenemos el intervalo de confianza

I, =[0.29190,0.32854].

Este es un intervalo conservativo para 0.
Pero como la muestra es grande, podemos aproximar la distribucién de X, por una normal.

Como Xl-2 = X; en este caso, tenemos que

- n1 [Y”_Y’ﬂ -

52 =
n n—

1 & —
1§y
ni3

n
n—1
De la tabla de la normal sabemos que el valor critico zg o5/ = 1.96. Entonces, el z-intervalo
de confianza asintético para 0 es

— X,(1-X,
b= xni1.96,/(n_1) = [0.29187,0.32813]

que es muy cercano al anterior.

11
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4. El t-intervalo (exacto) para la media de datos normales

¢ Qué pasa cuando la varianza 6 es desconocida? Podemos usar la distribucion ¢ de Student
en ese caso.

Supongamos que Xi,...,X, es un muestreo aleatorio de X, que tiene distribucién normal
N(u,0?), en donde tanto y como 6 son desconocidos.

Queremos construir un intervalo de confianza exacto para la media p. Al igual que en el
caso anterior, buscaremos un intervalo simétrico y centrado en X,.

Haremos el mismo cdlculo que en el caso anterior, salvo que en lugar de dividir entre ¢
dividiremos entre S,, el desvio muestral. Calculando:

P<‘\/ﬁ(§’;_“)’ >t> =P(|T| >1)

=P(T>t)+P(T <—1)
=1 _E‘,nfl(t) +E‘,n71(_t)-

Aqui T es una variable con distribucion ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, y F; ,—|
es suf.d.a..

Como la funcién de distribucion F; ,_; es simétrica:

- S
P<‘Xn_.u‘ >1 :l_Ft,n—]<t)+Ft,n—]<_t)

)
=1 _Eynfl(t) +1 _E,nfl(t)
=21~ Fp (1))

Es decir que
- Sy a
P(|X,—u >t% =a & F,,n_l(t):l—i.
Seat,_1(a/2) € R, el valor critico de la distribucion de Student asociado a la probabilidad
a /2, que cumple F; ,_(t,—1(t/2)) = 1 — 5. Entonces

_ Se\ B
P<}Xn—u\ >t\/ﬁ> = & t=t,1(0/2).

Notar que

_ S, — S, — S
X, — 1l Stj% &S uc [Xnt\/%,Xn+t\/%].

Si tomamos ¢ = 1, (¢t /2), concluimos que
Sn

P (u e [x,, —zn_1<a/2)\5/%,xn+tn_1(a/z)nD —

El intervalo

Iy = |:Xn _tnl(a/z)j%,Xn+ln1(a/2)j%:|

es un intervalo de confianza (exacto) al nivel de confianza 1 — ¢ para U.

12
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Notar que el valor critico #, (¢ /2) es mds grande que el correspondiente z,,/, del caso en
que o2 es conocido. Esto es razonable: cuando no conocemos la varianza resulta un poco
mads dificil estimar u.

13
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