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1. Larazon de verosimilitud

En muchas situaciones puede que no sea tan claro cémo elegir el estadistico para el TdH.
Esto puede ser porque el modelo de probabilidad adoptado involucra varios parametros
desconocidos, como puede ser la varianza 6 en el caso de un test sobre la media i, o
porque simplemente no intuimos una férmula clara para el estadistico. El método de la
razon de verosimilitud sirve en estos casos.

La idea es muy sugestiva. Supongamos que tenemos un muestreo i.i.d. Xi,...,X, con dis-
tribucién p(x; 0) que depende de un pardmetro 0 = (6,..., ;). El espacio de pardmetros
P esta dividido en

P=PyUP,
y que queremos hacer un test

Hy:0€PpR

Hy:0cPy

Por ejemplo, Py podria ser 6 > 100 y P, podria ser 6 < 100.

Si bien el interés estd la hipétesis nula 6 € Py, puede que la distribucién p(x; 6) no quede
determinada sabiendo que 6 € Py. Es decir, algunas de las coordenadas de estos pardmetros
pueden ser parametros desconocidos. Este tipo de parametros, que son desconocidos pero
no son en los que estamos interesados, se llaman pardmetros molestos.

La idea es ver si las hipétesis de Py pueden explicar los datos observados usando la funcién
de verosimilitud

L(6) = ﬁmx,-;e).
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El argumento informal para esto es el siguiente. Para una realizacién de los datos, determi-
namos la mejor verosimilitud entre aquellas hipétesis en Py, y también la mejor verosimili-
tud en general. La razén de estas dos verosimilitudes nunca puede exceder la unidad, pero,
si es pequefia, serd evidencia en contra de la hipdtesis nula.

Calculamos la mejor verosimilitud de cada hipétesis en Fy haciendo

Ly = sup L(6)7
OEPO

y la mejor verosimilitud en general

Lmax = supL(G).
0

Si Hy es cierta, es razonable esperar una razon de verosimilitud q;, = Lo/Lm;x cercana a 1.

Para probar H, contra H4y podemos usar la regién de rechazo I = {g; < k}, donde k es un
nimero real entre 0 y 1. Claramente, la prueba tendrd un nivel de significacién ¢ si k puede
elegirse para satisfacer

sup P(gr <k|0) = a.
IS5

Si Hy es una hipétesis simple con Py = {6y}, tenemos la relacién més simple
P(qL < k|90) =

Para determinar k, debemos conocer la distribucién de la variable aleatoria gz bajo Hyp, en
donde la muestra aleatoria Xj, ..., X, proviene de la distribucién p(x; 6p).

2. La distribucién y?

Sean Z,...,Z; variables aleatorias independientes con distribucién N(0,1). Entonces la
suma de sus cuadrados,

k
i=1

tiene (por definicién) distribucién chi-cuadrado con k grados de libertad. Esto se escribe
usualmente como Q ~ x2(k) o Q ~ x,f Geométricamente representa el cuadrado de la
distancia al origen del vector (Z,...,Z;) de R¥.

La distribucién chi-cuadrado depende de un parametro k que es un entero positivo que
especifica los grados de libertad de la distribucién

k= grados de libertad = el ndmero de Z's.

La funcién de densidad de Q estd dada por:

Lk/2=1) p=x/2
(L)
0, sino.

x>0
po(x) =

en donde I es la funcién Gamma. Pero no la usaremos nunca, ya que disponemos de tablas
para calcular probabilidades con la 2.
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Figura 1: Se muestra las densidades x,% para varios valores de k.

Al final de las notas se muestra una tabla con algunos valores criticos de x2. Las filas re-
presentan diferentes valores de los grados de libertad k (df por sus siglas en inglés). Las
columnas representan los valores criticos para cada probabilidad. Por ejemplo, el valor cri-
tico asociado a la probabilidad 0.05 y 10 grados de libertad es 18.31. Esto quiere decir que
P (%7, > 18.31) = 0.05. En general, dada la probabilidad a € (0, 1), se denota por x7(ct) al
valor critico (de k grados de libertad) asociado a la probabilidad o, y esto quiere decir que
P (x? > xf(a)) = a. De este modo, en el ejemplo anterior tenemos x,(0.05) = 18.31.

3. El Teorema de Wilks

Como la funcién —21Inx es decreciente, la regién de rechazo {q; < k} de la razén de vero-
similitud puede también escribirse de la forma

I={-2Ing; <c}
para una constante c. Escribiendo
Qr = —2Ingy =2 (InLigx — InLy)

la region de rechazo queda I = {Qp > c}. El estadistico Q; también se lo suele llamar el
estadistico de la razon de verosimilitud.

Cuando estamos interesados en hacer el test
Hy:0€PpR
Hy:0cPy

el estadistico de la razon de verosimilitud se escribe como

6chy

QL =2 (ﬁmax — sup 6(9)> .

El resultado fundamental que hace que este estadistico sea muy 1til es que su distribucion
bajo la hipétesis nula se puede aproximar (para muestras razonablemente grandes) por la
distribucién x2. Este es el contenido del Teorema de Wilks.
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Teorema de Wilks

d
Asumiendo que Hy es cierta, Qp ~ xg en donde p = dim P — dim F,.

4. Test de bondad de ajuste para distribuciones discretas

Hipétesis nula simple

Supongamos que disponemos de k grupos con n; observaciones en el i-ésimo grupo.

Grupo 1 2 3 4 ... %k
Frecuencia n;y ny n3y ng -+ m

El total de observaciones es n = Y*_, n;. Queremos hacer un test sobre las frecuencias ob-
servadas de cada grupo, y por ende el espacio de parimetros es en este caso

P:{ﬂ:(ﬂl,...,ﬂk):iﬂi:l}
i=1

en donde 7; es probabilidad del i-ésimo grupo.

Nuestro test es para evaluar si el modelo

k
p:(pla-“?pk)a szzl
i=1

explica correctamente las frecuencias observadas n; /n. Es decir, queremos hacer el siguiente

test
{H() : las obs. se ajustan al modelo

Hy : las obs. no se ajustan al modelo

De forma equivalente podemos escribir la hipétesis nula como Hy : © = p, que es una hip6-
tesis simple. Recordar que esto quiere decir que Hy determina la distribucion nula.

La funcién de verosimilitud es en este caso

L n! ke
n)— —— b
(7) nl!...nk!g !

Para verificarlo basta pensar en la distribucién aleatoria de bolas en celdas:

L [ | o | o

Al tomar logaritmo

k
() = (cte) + Z”i Inm;
i=1

Para calcular la mejor verosimilitud en Hy debemos maximizar con la condicién Y5, m; = 1.
Resulta que el maximo se da en 7; = n;/n, por lo que

0 =23 m[in (%) ~1nr]

4
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Como la dimP =k — 1y dimFy = 0, el Teorema de Wilks nos permite aproximar la distri-
bucién nula de Q; por una x? con k — 1 grados de libertad.

Ejemplo 1

Ana y Beto son los profesores responsables de PyE, y gastaron una fortuna en dados y
monedas sesgadas para el curso, por lo que decidieron enviar una factura al Instituto de
Matematica para su reembolso. El Instituto sospecha que su informe de gastos (de seis
cifras) esta trucado, por lo que te llaman para que inspecciones los datos en busca de un
fraude. Investigando un poco, recordas que los datos contables se ajustan a la llamada Ley
de Benford. Esta establece que la frecuencia relativa del primer digito (no nulo) de cada
entrada debe tener la siguiente distribucién:

Digito k: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Prob. p(k): 0301 0.176 0.125 0.097 0.079 0.067 0.058 0.051 0.046

Los tnicos datos que necesitas son los conteos de todos los primeros digitos de la factura:

Primer digitok: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Recuento: 7 13 12 9 9 13 11 10 16

El Instituto no quiere acusar injustamente a Ana y Beto, por lo que te pide que hagas un TdH
con un nivel de significacién de 0.001. ;Qué tan bien se ajustan estos datos a la distribucion
de Benford? ;Qué recomendacion harias al Instituto?

Queremos hacer el test
Hj : los datos se ajustan a la Ley de Benford
Hy : no Hy
Para esto debemos:
1. Calcular (Qr)obs
2. Hallar el valor critico ¢
3. Rechazar Hy si (QL)obs > ¢.

Para calcular (Qy )ops 10 mas conveniente es hacer una tabla como la siguiente:

i ni P niIn(n;/n)  n;lnp;
1 7 0301 -18.61 -8.40

2 13 0176 -26.52 -22.58
3 12 0125 -25.44 -24.95
4 9 0097 -21.67 -21.00
5 9 0079 -21.67 22.84
6 13 0067 -26.52 -35.14
7 11 0.058 -24.28 31.32
8 10 0051 -23.03 -29.76
9 16 0.046 -29.32 -49.27

Suma 100 1 217.07  -245.27

(OL)obs 56.39
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En nuestro caso dimP =k — 1 = 8 y dim PRy = 0. Entonces Q7 ~ x*(8). Si trabajamos al
nivel o = 0.001, de la tabla vemos que el valor critico es ¢ = 26.12. Como

(OL)obs = 56.39 > ¢ = 26.12

rechazamos Hyp. Es posible que Ana y Beto hayan hecho un fraude. |

El estadistico de Pearson

En la préctica el estadistico Oy suele aproximarse por otro, llamado el estadistico de Pearson
Op, que por razones histéricas fue el primero en estudiar los tests de bondad de ajuste.

La aproximacion es la siguiente. Recordar que el desarrollo de Taylor de la funcién x1In (x/a)

estd dado por

xIn (Z) — (x_a)+ (X;aa)z B (X6—a;1)3 L

Por lo tanto, poniendo x = n; y a = np;, tenemos que

2
npi Zl’lpl

Luego
k k k 2
n; 1 (nj —np;)
nln{ — | =n-n) pi+=z) ————+--
i:ZI l (”Pi> ,; l 21'; npi

Notar que los dos primeros términos se cancelan. Poniendo
E; =np; = frecuencia esperada, y O; = n; = frecuencia observada

tenemos que
k 2
O;—E;
QL~0p=), O—E)
i=1 Ei
En el ejemplo anterior Qp = 62.7 y O = 56.4. La aproximacién mejora a medida que n
crece.

Hipétesis nula compuesta

Una de las aplicaciones més importantes de la aproximacién y? al estadistico O es el test
de bondad de ajuste. Veamos como proceder a través de un ejemplo.

Ejemplo 2

El conjunto de datos siguiente muestra el niimero de impactos de bombas aéreas registradas
en cada una de las 576 dreas pequeiias de 1/ 4km? en el sur de Londres durante la Segunda
Guerra Mundial.

Numero de impactos en un area 0 1 2 3 4 5 >6
Frecuencia 229 211 93 35 7 1 0

Las transmisiones de propaganda afirmaban que las bombas alemanas podian ser apunta-
da con precisién. Sin embargo, si este no fuera el caso, los impactos deberfan distribuirse
aleatoriamente sobre el drea y, por lo tanto, deberian poder ajustarse a una distribucion de
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Poisson. (Es este el caso?
Tratemos de responder a esta pregunta, pero primero miremos el caso general.
Supongamos que tenemos k grupos con n; observaciones en el i-ésimo grupo. Entonces

Grupo 1 2 3 4 .- &k
Frecuencia ny ny n3y ng -+ m

en donde Y*_ n; =n.

Supongamos ademds que disponemos de un modelo probabilistico tal que 7;(0), para i =
1,2,...,k, es la probabilidad del i-ésimo grupo. Claramente ' | m;(0) = 1.

Queremos hacer el siguiente test

{Ho : Las observaciones se ajustan al modelo

Hy, : Las observaciones no se ajustan al modelo

Los parametros para este test son las probabilidades 7y, ..., 7 de cada grupo, sin la res-
triccion de que sean las probabilidades 7;(6) del modelo. Entonces el espacio general de
pardmetros es

P= {n:(m,...,ﬂk):imzl}.
i=1

Luego, dimP = k — 1. La hipdtesis nula en este caso tiene dimension igual a la dim (0).
La funcién de verosimilitud es

m(6)"
I’ll'!

k
L(6) :n!H

y al tomar logaritmo
k k
0(0) = Znilogm(e) +logn! — Zlogni!
i=1 i=1

Sea 0 el estimador de méxima verosimilitud de 6, que maximiza £(8) siendo solucién de
7(0)=0.

La alternativa general es tomar 7; sin restricciones (no tiene porqué seguir el modelo), salvo
la condicién de normalizacién Y*_, m; = 1. Luego, debemos maximizar

k k
Um) = Znilogﬂi+logn! — ) logn;! con g(m)= Zm =1
j i=1 ;

i=1 =

en donde hemos denotado w = (m,..., 7). Usando los multiplicadores de Lagrange 7,
obtenemos el sistema de k ecuaciones
ol dg
— =0, 1<i<k
om; y& T ==
Es decir
n;

——1y=0, 1<i<k
P Y=0, Sis
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o lo que es lo mismo
nl—wri:O, 1 <i<k.

Sumando en i vemos que Y =ny f; = n;/n.

El estadistico de la razon de verosimilitud es entonces

k k
n; -~
0L =2 [Znilogn - ;nilog ni(G)]

= 2§n, log (nﬂ7(§)> .

que podemos aproximar (bajo la hipétesis nula) con la distribucién X,%, en donde p =k —
dim 6.

Volvamos a nuestro caso concreto de las bombas en Londres. El primer paso es calcular el
estimador de méxima verosimilitud 6. Recordar que 8 es solucion de

i 7(6)
=~ n(0)
En nuestro caso la distribucion de Poisson es
fie—?
7i(0) ==
por lo que
m(0) i—6
717,'(9) N 0

De aqui resulta que 6 debe cumplir

=1L

o
I

g
3
’;‘

=\~

De los datos de la tabla 535
6=_""=0.928.
576
Usando la f.p.p. de la distribucién de Poisson con 6 = 0.929 obtenemos

i 0 1 2 3 4 5 >6
m(0) 0.3949 0.3669 0.1704 0.0528 0.0123 0.0023 0.0004

El valor observado de Q;, es entonces

(OL)obs = 1.4995.

Para determinar la regién de rechazo debemos elegir ¢ para que

P(Qr > c|Hy) =
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Si aproximamos la distribucién de Q; por la distribucién )([% con
p=k—1—-dim6=7—-1-1=5.

Es decir, ¢ = y2(a). Para a = 0.05, x2(0.05) = 11.0705. Asf que no rechazamos Hy. Es
decir, no hay evidencia para afirmar que los impactos de las bombas corresponden a un arma
con gran punteria.

También podemos calcular el p-valor. Para esto debemos calcular
P (01 > (Qr)obs|Ho) =P (x5 > 1.4995) = 0.913.

Claramente no hay la menor evidencia para rechazar H. |

El test realizado en el ejemplo no es, estrictamente hablando, correcto. La razén de esto es
que la distribucién x> que hemos usado para calcular el p-valor es una aproximacién, y la
calidad de esa aproximacién depende del tamafio de la muestra. Afortunadamente hay una
regla general que se puede usar en estos casos.

7

Regla general para la aproximacion x>

Se puede aproximar por la distribucién y? siempre que el valor esperado de cada
celda en la tabla sea al menos 5. Si el valor esperado de una celda es menor que 5,
debe combinarse con otra(s) celda(s) adyacente(s) para obtener un valor adecuado.

Ejemplo 3

Revisemos entonces los cdlculos del ejemplo anterior. Incluyendo los valores esperados en
la tabla para los impactos de bombas aéreas, obtenemos la tabla a continuacién:

Impactos en el drea 0 1 2 3 4 5 >6
Frecuencia 229 211 93 35 7 1 0
Frecuencia esperada 227.462 211.334 98.150 30.413 7.027 1.325 0.230

Después de agrupar las dltimas tres celdas, obtenemos

Impactos en el drea 0 1 2 3 >4
Frecuencia 229 211 93 35 8
Frecuencia esperada 227.462 211.334 98.150 30.413 8.582

Calculamos de nuevo el estadistico para obtener (Qy )obs = 1.101, que usando la distribucién
x32 daun p-valor de 0.777. Nuevamente no encontramos evidencia de rechazo de la hipétesis
nula. Por lo tanto, no hemos encontrado evidencia de que la bomba pueda ser apuntada con
algin grado de precision. |

5. Test de independencia para tablas de contingencia

Este tipo de tablas en general muestra datos que se obtienen por clasificacién cruzada de
un nimero fijo de individuos segtin dos criterios. Por lo tanto, se muestran como 7;; en una
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tabla con r filas y ¢ columnas de la siguiente manera:

nipy 0 Nie | M
Nyl ot Ny | Ny
ni ER (P n

El objetivo es investigar la independencia de las dos clasificaciones.

Ejemplo 1

Veamos un ejemplo con un conjunto de datos famoso e histérico. Estos son los datos de
Pearson de 1909 sobre el crimen y la bebida. Los datos son los siguientes:

Crimen Tomador No tomador
Incendio 50 43
Violacion 88 62
Violencia 155 110

Robo 379 300
Acuiaciéon 18 14

Fraude 63 144

(Esté relacionada la bebida con el crimen?

Supongamos que el k-ésimo individuo va a parar en la celda (Xi,Y;), parak =1,...,n,y
que los individuos son independientes. Sea

P((Xk,Yk):(i,j)):Gij, i:1,2,...,l"; j:1,2,...,c

en donde };; 6;; = 1. Se puede escribir la hipétesis nula de independencia de los clasifica-
dores como

Hy: 91} = q)ipja Vi, j.
Dejaremos los detalles como ejercicio, pero veamos como es el procedimiento general.

La funcién de verosimilitud es s
6,

n,-j!

L(6)=n']

i.j

por lo que al tomar logaritmos obtenemos

£(0) = Znijlog 6;;+logn! _Zlognij!
b iy

Bajo Hy tenemos que 6;; = ¢;p;, por lo que al maximizar en todo ¢; y p; que cumplen
Yo=1 y Ypi=1
i J

obtenemos

10
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Bajo Hy, debemos maximizar respecto de 6;; bajo la restriccion
Y 6,=1
ij

El resultado es

Finalmente, el estadistico de la razon de verosimilitud es

)

r C .
0:=2Y ¥ mylog (22"

i=1j=1 .
Para nuestros datos, Q;, = 50.52. Bajo Hy el estadistico Qy tiene distribucién )([% en donde

p=rc—1—(r—1)—(c—1)
=rc—r—c+1

=(r—1)(c—1).

Es decir, p = 5. Usando la distribucién x> con 5 grados de libertad, el cuantil 0.9999 es
25.75, y podemos rechazar al nivel de significacién 0.0001. Hay evidencia abrumadora de
que el crimen y la bebida estan relacionados. Al menos en Londres, y en 1909. |

El estadistico de Pearson

Al igual que para el test de bondad de ajuste, es mds comtn en la prictica utilizar el es-
tadistico de Pearson Qp. Con el mismo razonamiento que usamos antes, se puede probar
que

2 ninj \2
(0ij —Eij)” _ y (mij = *3*)

El./ i,j n

OL~Q0p=)
i,J

en donde
nin;j
E;j=

y Oij = nij

son la frecuencia esperada y observada respectivamente.

11
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2 CRITICAL VALUES

TABLE C: 3 CRITICAL VALUES

Tail probability p

df 25 20 A5 :10 A5 25 02 01 0050025 01
1 1.32 1.64 2.07 71 354 302 5.41 G663 T4B 914 1083
2 2m. 3z £ 4.61 559 7.38 7.82 921 1060 1198 1382
3 411 4.64 532 6.25 7.81 9.35 984 1134 1234 1432 1627
4 339 309 .74 1.78% 949 1114 1167 1328 1485 1642 18347
3 6.63 7.29 812 924 1107 1283 1330 1508 1675 1830 2051
f 784 8.56 945 1064  12.59 1445 1505 1681 1855 2025 2246
7 O Da0 1075 1202 M07 0 1601 1662 1348 2028 2204 2432
g 1022 1103 1203 1336 1551 1753 1847 2000 21985 2377 2612
o 1139 1224 1329 468 1692 1902 1988 2167 2359 2548 2788

10| 1255 1344 1433 1589 1831 2048 2116 2321 2519 2711 2950
I 1370 1463 1577 1728 1968 2192 2262 472 2876 2873 3126
12| 1485 1581 1689 1855 2103 2334 2405 2622 2830 3032 329]
13| 1598 1ebE 1820 (BBl 2236 2474 2547 2749 2582 3138 3453
4| 17212 1815 1941 2106 2368 2612 2687 2004 3132 3343 3612
15 1825 1931 2060 2231 2500 2749 2826 3058 3280 3405 370
16| 1937 2047 2L7% 2354 2630 2885 29063 3200 3427 3ade 3925
17| 2049 2161 2298 477 2739 3005 3100 3341 3572 3705 4074
18 | 2160 2276 2416 2509  2BET 3153 3135 34El 3716 3w42 4231
19| 2272 2380 2533 2720 3004 3183 3349 3600 3352 4088 4382
a0 2383 2504 2650 2841 3141 3407 3502 3737 4000 4234 4531
1] 2493 2817 2766 2962 3267 354 3634 3893 4140 4378 468D
22| 2604 2730 2882 3081 3300 3678 3766 40320 428D 4520 437
23| 2704 2843 2098 32001 3517 3808 3897 4164 4418 dg62 4973
24| 2824 29355 3113 3320 3642 3936 4027 4208 4556 4803 5118
25| 2834 3068 3228 3438 3760 4065 4157 4431, 4693 4944 5262
26 [ 3043  317% 3343 3556 3BED 4192 4286 4564 4820 SDR3 5405
a7 3153 3191 3457 3674 4041 4309 4404 4696 4064 5222 5548
;] 3262 MO3 3571 U2 4134 4446 4547 482 5099 5350 G680
200 3371 3514 3685 3900 4356 4572 4660 4950 5234 5407 583D
30| 3480 3633 3780 4026 4377 4608 4756 5080 5367 5633 390
40 | 4562 4737 4824 5131 55376 AB34 G044 gxet 6697 6970 7340
50 5633 S816 6035 €317 6750 7142 TREL Y615 7949 B266  BO.G6
60§ 6698 6897 7134 7440 7908 8330 B45% BR3% 0195 9534 G946l
B0 | 8813 9041 9331 BeSE 1009 GG 10E1 1123 1163 1200 1248

100|101 1117 1147 185 1243 1296 1311 1358 1402 1443 1494

12
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