Clase 10: Varianza y covarianza
Matias Carrasco
16 de agosto de 2019
Resumen Haciendo una analogia con la mecanica veremos cémo el mo-

mento de inercia sirve para medir la dispersiéon de una variable alrede-
dor de su valor esperado. Esto nos llevard a los conceptos de varianza y

covarianza.
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La varianza

Nuestro objetivo ahora es definir una medida de la dispersion de
una variable aleatoria. Para esto usaremos una analogia con la meca-
nica.

Imaginemos una distribucién de bloques cualquiera, en la cual he-
mos ubicado el centro de masa, y supongamos que deseamos girar el
tablon respecto del eje vertical que pasa por el centro masa. ;Cuando
es mas dificil girarlo?

Intuitivamente es claro que si los bloques estin muy concentrados
sobre su centro de masa, entonces girarlos resulta sencillo, y ésto se
hace cada vez mas dificil a medida que dispersamos los bloques, ver
la Figura 1. Podemos medir entonces la dispersiéon de un conjunto de
bloques alrededor de su centro de masa por la dificultad de girarlos.

En fisica existe una cantidad que mide justamente la dificultad que
tiene un objeto a ser girado en torno a un eje. Se llama momento de
inercia, y es como la masa para movimientos rotatorios. Sin entrar en
detalles sobre la definicién, recordar que el momento de una particula
de masa m y velocidad v es p = mv. El momento angular es la férmu-
la anédloga para movimientos alrededor de un eje: si la particula gira
entorno a un eje a distancia r, entonces

L:p.r:(mv)~r:(mr2)~w:1w,

en donde w es la velocidad angular e I es el momento de inercia.
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Figura 1: Cuanto mds dispersién, mas di-
ficil es girar en torno al eje que pasa por
el centro de masa del conjunto de blo-
ques.
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Si hay muchas particulas de diferentes masas, el momento de inercia

I = Emir?.
i

de los momentos de inercia de cada particula.

es la suma

Si se trata de una distribucién continua de masa, entonces la defini-
cién del momento de inercia es

I= /rzdm.

Es decir, simplemente cambiamos la suma por una integral.
Apliquemos esta férmula a nuestros bloques en el tablén. Suponga-
mos que X es una variable discreta, con recorrido {x1,x,...} y fun-
cién de probabilidad puntual p; = px(x;). Disponemos como antes,
para cada i > 1 un bloque de peso p; en la posicién x;.
El centro de masa esta en la posicién E (X), por lo que la distancia
de cada bloque al centro de masa es

ri = Xj — E (X ) .
Como la masa es m; = p;, el momento de inercia de X es
I=Y (xi—E(X)ps.
i>1
Si se trata de una variable continua, en lugar de bloques tenemos una
densidad de probabilidad. En este caso la masa que se encuentra en
la posiciéon x del tablén viene representada por dm(x) = p(x)dx en

donde p(x) es la densidad de X. Por lo tanto, el momento de inercia
se escribe

- /°° (x — E (X))2p(x)dx.

—00

En probabilidad I se llama la varianza de X y se escribe Var (X).

Definicion de varianza

= Sea X una variable discreta con funcién de probabilidad
puntual p(x). La varianza de X es por definicién

Var(X) = ) (x—E(X))*p(x).

XERy

» Sea X una variable continua con densidad p(x). La varianza
de X es por definicion

Var(x) = [’ " (x = E(X)p(x)dx.

Esta cantidad mide la dispersién de X entorno a su valor espe-
rado.
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Mas alla del significado fisico de la varianza, es importante recordar
que la varianza mide cudn dispersos estdn los valores de X respecto
de su valor esperado. Dicho de forma sencilla, la varianza mide el
“ancho” de la gréfica de la funcién de probabilidad puntual.

Muchas veces la varianza de una variable X se denota por ¢ o 0%.
La raiz cuadrada de la varianza o = +/Var (X) se llama desvio estdndar
de X. El desvio o tiene las mismas unidades que X, mientras que
la varianza tiene las unidades del cuadrado de X. Por ejemplo, si X
se mide en metros, entonces ¢? tiene unidades de metros cuadrados.
Como o y X tienen las mismas unidades, se suele usar el desvio como
medida de dispersion.

Ejemplo 1 Para cada una de las variables X, Y, Z y W cuyas f.p.p.
se muestran abajo, calcular la varianza.

valor x 1 2 3 4 5
fpp.p(x)|1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

valor y 1 2 3 4 5
fpp.ply) | 1/10 2/10 4/10 2/10 1/10

valor z 1 2 3 4 5
fpp.p(z) [1/2 0 0 0 1/2

3.

valor w ‘1 2 3 4 5
fpp.p(w) [0 0 1 0 0

Cada una de las variables tiene el mismo valor esperado, igual a 3,
pero la probabilidad esté distribuida de modo diferente. En los graficos
de la Figura 2, hemos ordenado las f.p.p. de mayor a menor varianza:
Z,X, Y, W.

Ahora vamos a verificar nuestra intuicién visual calculando la va-
rianza de cada una de las variables. Lo haremos usando tablas.

valor x 1 2 3 4 5
1. fpp.p(x)|1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
(X -3)2 4 1 0 1 4

Var(X) =2+ 3+ 3+5i+2=2
valor y 1 2 3 4 5
2. fpp.ply) | 1/10 2/10 4/10 2/10 1/10
(Y —3)2 4 1 0 1 4

valor z 1 2 3 4 5
3. fpp.p(z)|1/2 0 0 0 1/2
(Z —3)? 4 1 0 1 4
2
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P(Z) P( x) Figura 2: Varias distribuciones con el
B 4 mismo valor esperado pero con diferen-
tes varianzas.

() > > X
> | 5 2 | 3 5
(1/) ()
Py PUAL
1
0 >y > W
12 3 4 5 12 3 4 5
valor w 1 2 3 4 5
4. fpp.pw)|0 0 1 0 O
(W=3)2 |4 1 0o 1 4

Var(W) = 0. Observar que W no varia, es constante igual a 3, por
lo que su varianza es cero.

Propiedades de la varianza

Usando la férmula del valor esperado de una funcién de una va-
riable aleatoria podemos escribir de forma mds compacta la defini-
cién de varianza. De hecho, notar que si tomamos la funcién g(x) =
(x — E(X))?, entonces

E(g(X)) = ZR; (x — E(X))?*p(x) = Var (X) (discreto)
E(g(X)) = /j:o(x — E(X))?*p(x)dx = Var (X) (continuo)

Es decir, Var (X) = E ((X — E (X))?).
Por ejemplo, si X es una variable centrada, lo cual quiere decir que
E (X) = 0, entonces Var (X) = E (X?).
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Veamos entonces, algunas propiedades de la varianza que nos per-
mitan simplificar su célculo.

La varianza no cambia si sumamos una constante

Sean X una variable aleatoria y c una constante cualquiera. En-
tonces Var (X + c) = Var (X).

Demostracion. La prueba es muy simple: notar que E (X +¢) = E (X) +
¢ por la linealidad de la esperanza. Entonces

Var (X+¢) = E((X+c—E(X+¢)?) =E((X+c—E(X)~c)?)
=E ((X—E(X))z) = Var (X).

La varianza es cuadrética

Sean X una variable aleatoria y c una constante cualquiera. En-
tonces Var (cX) = c*Var (X).

Demostracion. La prueba también es muy facil. Notar primero que
E (cX) = cE (X), de donde

Var (cX) = E ((cX —E (cX))z) —E ((cX —E (X))z)
= E(F(X—E (X)) = E (X~ E(X))?) = *Var (X),

O

Una férmula dtil para la varianza

La varianza de una variable X se puede calcular mediante la
siguiente igualdad Var (X) = E (X?) — E (X)%.

Demostracion. Para probarla, basta desarrollar el cuadrado
(X —E(X))?=X>+E(X)* —2E(X)X,
de donde al tomar esperanza
Var (X) = E (X?) + E(X)” = 2E (X)* = E (X?) — E(X)?,

que es lo que queriamos probar. O
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La varianza de la suma de independientes

Si X e Y son independientes: Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y).

Demostracion. Para probar esta propiedad, recordar primero que si X e
Y son independientes, entonces E (XY) = E (X) E (Y). Entonces, usan-
do que E(X +7Y) = E (X) + E(Y) vale siempre, tenemos

Var (X+Y) = E ((X+Y = E(X+Y))?)
:E((X—E(X)+Y—E(Y))2).

Desarrollando el cuadrado, tenemos que el lado derecho de la tdltima
ecuacion es igual a

E((X—E (X)) +E ((¥ = E(V)?) +2E (X E(X))(Y — E(Y)).
Pero este es a su vez igual a
Var (X) + Var (Y) +2E (X — E (X)) (Y — E(Y))).
Luego, basta probar que
E((X—E(X))(Y—E(Y)) =0.
Fsto se deduce de
E((X— E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X) E(¥) =0,
pues X e Y son independientes. O

Ejemplo 2 — Varianza de una Bernoulli. Sea X una variable con
distribucién Bernoulli de pardmetro p. El valor esperado es E (X) = p.
Entonces, de la definicion tenemos

Var (X) = (0—p)*-(1=p)+(1—=p)*-p
= (1=p) [P+ 1 =p)p| = p(1—p).

En la Figura 3 se muestra la varianza de X en funcién de p. Notar que
el maximo se da cuando p = 1/2 y vale Var (X) = 1/4. [ |

Ejemplo 3 Una moneda tiene probabilidad p de salir cara. Se la lanza
hasta obtener cara, y sea X la cantidad de lanzamientos necesarios.
Calculemos la varianza de X.

Recordar que la esperanza de X es igual a 1/p. Entonces, de la
definicion tenemos

Var (X) = E (X2> —E(X)*=E (XZ) - %.

1/4f-----—=

Var (X)

> P

Figura 3: Varianza de una variable Ber-
noulli en funcién del pardmetro p.
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Falta evaluar el primer término. Notar que éste se puede descomponer
en 1
E <X2> = EX(X=1)+E(X) = E(X(X=1)) + .

La esperanza de X(X — 1) es por definicién igual a

Y k(k—1)p(1— p) = p(1— p) - k(k — 1)(1 - p)i2
k=1 k=2

[l

Es decir, tenemos que
E(X?) = 20-p) 1

Juntando todo, nos queda

20-p) 1 1 1 1 1-p
Var(X)=2°-"FP) 2 - - 2 _ .
X) p? p > prr p P

Hemos probado entonces que la varianza es (1 — p)/p>. |

Ejemplo 4 — Varianza de una uniforme. Sea X con distribucién
uniforme en (4, b). Calcular E (X) y Var (X).

Un simple cambio de escala transforma el intervalo (a,b) en (0,1).
La distribucién uniforme en (a, b) se transforma en la distribucién uni-
forme en (0,1), cuya densidad es simplemente 1 en (0,1) y o en cual-
quier otro lugar.

En términos de variables aleatorias, cualquier problema que involu-
cre una variable aleatoria X, uniforme en (a,b), se reduce facilmente a
uno que involucre una variable aleatoria U uniforme en (0, 1), definida
por

X—a
b—a’
Este tipo de cambio de escala, o cambio lineal de variable, es una téc-

U= o X=a+(b—a)l.

nica bésica para reducir los problemas al caso mas simple y evitar
célculos innecesarios.

Para ilustrarlo, el valor esperado de X es
E(X)=E(a+ (b—a)U)=a+ (b—a)E(U)
1 1 a+b
—a—l—(b—a)/o udu—a—i—(b—a)E ==
Esto es obvio de todas maneras debido a la simetria de la distribucién

respecto al punto medio del intervalo (a,b). La varianza de X es
Var (X) = Var (a+ (b —a)U) = (b —a)*Var (U)
= (b—a)?[E (W?) —E(u)’]

oo fe (1) -}
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La esperanza de U? es la integral

de donde

Covarianza y correlacion

¢Coémo hacemos para medir la dependencia entre dos variables? En
esta seccién veremos una primera aproximacion a este problema.

Sean X e Y dos variables aleatorias con varianza finita. Comencemos
por notar lo siguiente: si la varianza Var (X — Y) es pequefia, entonces
intuitivamente Y es muy parecida a X. En general, Y puede depender
fuertemente de X sin ser igual a ella.

Por ejemplo, la forma mads fuerte de dependencia es cuando Y es
una funcién de X, es decir, cuando existe una funcién g : R — R tal
que Y = g(X).

Una forma de medir cudn cerca estd Y de ser una funcién de X es
entonces minimizar la varianza Var (Y — g(X)) entre todas las funcio-
nes posibles g.

Naturalmente, si Y = ¢(X) para alguna g, entonces el minimo es
cero. Por otro lado, si Y es independiente de X, entonces

Var (Y — g(X)) = Var (Y) + Var (g(X)) > Var (Y),

por lo que el minimo es la Var (Y).
Consideremos entonces el problema de encontrar

min {Var (¥ - (X))
Var (Y)

v =

Hemos dividido entre la varianza de Y para que v € [0,1]."

El problema de calcular v lo veremos mds adelante en toda su gene-
ralidad. Por ahora, empecemos por calcular el minimo entre aquellas
funciones que son lineales.

Nos restringiremos entonces a funciones g(x) = ax, y buscamos?

in{Var (Y —aX
. :gg]lgl{ ar (Y —aX)}
k Var (Y)

De la definicién de varianza, tenemos que
Var (Y —aX) = E ((Y —aX —E(Y - aX))z)

—E ((y “E(Y)—a(X-E (X)))2) .

* Esto lo probaremos en breve. Notar que
cuanto mas cerca esté v de cero, mas cer-
ca estd Y de ser una funcién de X; y reci-
procamente, cuanto mds cerca esté v de
1, mas lejos estd Y de ser una funcién de
X.

?La L indica que nos restringimos al ca-
so lineal.
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Desarrollando el cuadrado obtenemos que la varianza de Y — aX es
igual a

a*Var (X) —2aE (Y — E(Y))(X — E(X))) + Var (Y).
Este es un polinomio cuadrético en a, por lo que derivando e igualando
a cero, vemos que el minimo se da en

E(Y —E(Y))(X-E(X)))

0 = Var (X)

El numerador de esta tltima expresion es tan importante que tiene
nombre propio, se llama la covarianza de X e Y y se escribe Cov (X, Y).
Un célculo sencillo, y similar a los que ya hemos hecho, muestra que
podemos escribir la covarianza como

Cov (X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y).
Para aliviar un poco la notacién, denotemos por
0% = Var (X), 02 = Var (Y), oxy = Cov (X,Y).
Reemplazando el valor de gy en la ecuacién para v; vemos entonces
e (35)

El ntimero que aparece elevado al cuadrado se conoce con el nombre

que

de coeficiente de correlacion lineal entre X e Y, y se denota por pxy, o
simplemente p si estd claro con qué variables se estd trabajando. Asi
que

oxy
ox0y

vp =1—p*conp =

Resumimos en el siguiente cuadro las ecuaciones méas importantes has-
ta ahora.

Covarianza y correlaciéon

Sean X e Y dos variables aleatorias con varianza finita. La co-
varianza entre X e Y es por definicién

oxy = Cov (X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

El coeficiente vy estd dado por vy = 1 — p?, en donde

_ Oxy
Ox0y

es el coeficiente de correlacién lineal.
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Covarianza e independencia

Si X e Y son independientes, entonces Cov (X,Y) = 0. Eso es debido
a que en este caso E (XY) = E(X) E (Y). El reciproco no es cierto en
general, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Sea X una variable que vale 1y —1 con probabilidad 1/2. Sea Y una
variable que vale 0 si X = —1, y que vale 1 y —1 con probabilidad 1/2
siX =1

Notar que la distribucién conjunta de X e Y esta dada por la tabla
de contingencia que se muestra en la Tabla 1.

De aqui se ve facilmente que E (X) = E (Y) = 0. Més atn

E(XY)=0-1/2+1-1/4—1-1/4=0.

Asi que Cov (X,Y) = 0. Pero X e Y no son independientes: esto se
ve facilmente de la tabla, ya que la conjunta no es el producto de las
marginales.

Covarianza entre variables Bernoulli

Sean X e Y dos variables Bernoulli. Calculemos la covarianza entre
ellas. Notar que el producto XY también es una variable Bernoulli, con
probabilidad de éxito igual a P (X = 1,Y = 1). Entonces

Cov(X,Y)=P(X=1Y=1)—P(X=1)P(Y =1).

Notar que en este caso si es cierto que covarianza cero implica inde-
pendencia.

Covarianza entre Bernoulli

Sean X e Y dos variables Bernoulli. Entonces

X e Y son independientes < Cov (X,Y) = 0.

Mas atin, la covarianza es positiva si
PY=1X=1)>P(Y=1)

y negativa si
PY=1X=1)<P(Y=1).

Esto es, si la covarianza es positiva, entonces X = 1 aumenta las chan-
ces de que Y = 1, y reciprocamente si es negativa.
Correlacion 1 0 —1

Mencionamos una importante propiedad del coeficiente de correla-
cién lineal. Si el coeficiente de correlacion es igual a 1, o igual a —1,

X
-1 1 Py
-1 0 1/4 | 1/4
Y 0 1/2 0 1/2
1 0 1/4 | 1/4
px | 1/2 172 | 1

10

Tabla 1: Distribucién conjunta de X e Y.
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entonces el coeficiente v; = 0. Esto quiere decir que existe a que mini-
miza la varianza Var (Y — aX), y que este minimo es igual a cero.

Pero Var (Y —aX) = 0 implica que Y — aX es constante. Es decir,
existe una constante b tal que Y = aX + b. El signo de a depende del
signo de pxy.

Correlaciéon +1

= Sipxy =1lentoncesY =aX+bcona > 0.

= Sipxy = —1entonces Y =aX+bcona <0.

Propiedades de la covarianza

Observemos primero una desigualdad notable que se deduce de lo
que hemos hecho hasta ahora. Claramente, el coeficiente v; es mayor
o igual a cero por definicién. Esto implica que |pxy| < 1, que en tér-
minos de covarianza, se puede reescribir como

1Cov (X, Y)| < /Var (X)y/Var (v) < 1.

Esta es la famosa Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Esto sugiere que la covarianza tiene las propiedades de un producto
interno. Claramente la covarianza es simétrica

Cov (X,Y) = Cov (Y, X).

Ademés, si Cov (X, X) = 0 entonces Var (X) = 0, y esto implica que X
es una constante. Como las variables aleatorias que son constantes no
son muy interesantes, la trataremos como variables triviales. Asi

Cov (X, X) =0 < X es trivial.

Y por dltimo, la covarianza es bi-lineal. Es decir, si X, Y y Z son tres
variables discretas y a es una constante, entonces

Cov(aX+Y,Z)=a-Cov(X,Z)+ Cov(Y,Z).
La prueba es directa: notar primero que
E(@aX+Y)=aE(X)+E(Y).
Luego, desarrollando el producto

(aX+Y — (aE(X)+ E(Y)))(Z—E(2))
=a(X—EX))(Z-E(2))+(Y-E(Y))(Z-E(Z))

Tomando esperanza se prueba la propiedad.

11
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Pitdgoras y la varianza

El hecho de que Var (X) = Cov (X, X), y que la covarianza sea un
producto interno, implican que la raiz de la varianza

ox =1/ Var (X)

es una norma que en cierto modo mide la longitud de X. Si pensamos
a las variables como vectores en un espacio vectorial (de dimensién
infinita), entonces su norma estd dada por oy.

Notar que como toda norma, oy verifica la desigualdad triangular:

ox+y < 0x + 0y,

que se puede probar facilmente a partir de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz.

El coeficiente de correlaciéon pxy se puede identificar entonces con
el coseno del dngulo entre dos variables:

pxy = cos(«)

en donde « es el angulo entre X e Y.

De esta forma, la covarianza nula no es otra cosa que decir que las
variables X e Y son ortogonales. Esta terminologfa es muy usada. En
particular, si X e Y son independientes, entonces son ortogonales.

Podemos interpretar la varianza de la suma de variables ortogonales
como un caso particular del Teorema de Pitdgoras.

Teorema de Pitagoras

Sean X e Y dos variables ortogonales, esto es con oxy = 0.
Entonces

2 _ 2 2
Oxiy = 0x + Oy.

Es decir, la hipotenusa al cuadrado es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

En general se tiene que
2 2, 2
Oxiy = 0% +0y + 20xy.

Recordando la analogia entre la raiz de la varianza y la longitud de
vectores esta férmula es muy fécil de retener en la memoria.

Interpretacion de la covarianza

Veremos un caso muy sencillo en el cual podremos dar una inter-
pretacion visual de la covarianza entre dos variables.

12
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Sean X e Y dos variables discretas con distribucién uniforme en
{x1,...,xn} e {y1,...,yn} respectivamente. Claramente esta informa-
cién no es suficiente para determinar su covarianza, pues no sabemos
cudl es la distribucién conjunta. Veremos tres casos distintos, pero an-
tes haremos unos calculos generales.

Los valores posibles del par (X, Y) son obviamente los pares (x;, ;).
Para cada par de pares (x;,¥;) y (¥, 1) podemos construir un rectan-
gulo que los tenga como vértices. Dos situaciones se pueden dar, como
se muestra en la Figura 4.

Lo que haremos es construir un rectdngulo para cada par de pares
posible. ;Qué representa cada rectdngulo?

La cantidad de color de un rectangulo es el drea del mismo. De mo-
do que (x; — xx) % (y; — y;) representa la cantidad de color, siendo rojo
cuando es positivo y azul cuando es negativo. Sin embargo, debemos
tener en cuenta la probabilidad con que (X, Y) es igual a cada uno de
éstos. Asi que multiplicamos

(xi = x) (Yj — v)pijPu

en donde hemos denotado p;j = P (X = x;,Y = y;). Esto equivale a
hacer mds clarito o més fuerte el color del rectingulo segin sea grande
o chico el producto p;jpy;.

Cuando sumamos en todos los rectdngulos, obtenemos la cantidad
total de rojo menos la de azul, teniendo en cuenta que cuando un
rectdngulo rojo se solapa con uno azul, la interseccién queda con el
color correspondiente a la resta de las intensidades. Por ejemplo, si un
rectdngulo es azul y el otro rojo, ambos con la misma intensidad, la
interseccién se anula y queda en blanco.

Pero observar que

Yo (xi—x) (v —vi)pijpa

rectangulos

= Y~ %) (v~ )i

ij kl

1
=5 Y Y (xiyj — xiyi — xXkyj + Xy pijpi
sy

El primer y dltimo término suman lo mismo, y lo mismo vale para el
segundo y el tercero. Entonces, la suma es igual a

szi.‘/jpijpkl - szi]/lpijpkl-
ij ki ij kl
Notar que la primer suma es igual a

inyjpij = E(XY),
i

(xk, y1)

(xi/yj)

(xi/]/j)

(xk, 1)

Figura 4: Las dos posibilidades para los
rectdngulos. En el primer caso lo pinta-
mos de rojo para indicar la asociaciéon
positiva, y en el segundo de azul para
indicar la asociacién negativa. Cuando
dos rectdngulos opuestos y de la misma
intensidad se solapan, la interseccién se
representa en blanco como color neutro.



CLASE 10: VARIANZA Y COVARIANZA

ya que ) ;;pr = 1. Del mismo modo se puede ver que la segunda
suma es igual a E (X) E (Y). Es decir, hemos probado que

Cov (X,Y) = (cantidad de rojo) — (cantidad de azul).

Veamos unos ejemplos sencillos. En la Figura 5 se muestra la distribu-
cién conjunta de X e Y en tres casos distintos. En cada caso son n = 10
puntos en total, todos igualmente probables para que la eleccién de
los colores sea simple. Es decir, todos los rectdingulos tienen la misma
intensidad de color. La tnica diferencia es la disposicién de los puntos.

En la grafica de arriba se muestra una distribucién conjunta con
covarianza positiva. Esto se ve facilmente por la cantidad de rojo sobre
el azul. En la del centro, se muestra una distribucién con covarianza
casi nula. Aqui también se puede apreciar casi la misma cantidad de
rojo que de azul. Y por ultimo, en la de abajo, se muestra una con
covarianza negativa.

Es decir, el signo de la covarianza nos indica la tendencia de X a crecer
0 a decrecer cuando Y crece.
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Figura 5: Arriba: covarianza positiva.
Centro: covarianza nula. Abajo: cova-

rianza negativa.
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