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RESUMEN TEORICO SEMANA 6
Relaciones de recurrencia

Este material estd basado en el material colgado en eva “Notas tedricas sucesiones
en recurrencia”.

Definicién Una relacion de recurrencia lineal de primer orden es de la forma:
Aa, + Ba,—1 = f(n), VneNn>1, (1)
donde A, B € Rcon AB# 0y f:N— R es una funcién fija.
Ejemplos
1. a, =3a,_1 VYneNn>1,

2. pi1 =a, Vn €N,

3. anp —3a,-1=2"n VYneNn>1.

Definicién Una relacion recurrencia lineal de sequndo orden es de la forma:
Aa, + Bay,1+ Cap_o = f(n), VYneNn>2 (2)

donde A, B,C € R con AC #0y f: N — R es una funcién fija.

Ejemplos
1. a, =4a,_1 —4a,_o» VYn e N,n> 2,
2. ap =ay_5 Yn €N,n > 2,
3. Apio = 3ap11 —2a, VYn €N,
4. Upio = 3aps1 — 2a, +n% Vn €N,
Observacién Una sucesién que verifica una relaciéon de recurrencia queda (inica-

mente) determinada a partir de la relacién de recurrencia y condiciones iniciales (ag
si la relacién es de primer orden) o ag y a; (si la relacién de recurrencia es de segundo



orden). La pregunta que nos haremos ahora es jqué forma tienen los términos de la
sucesion a,? jexiste una expresién (que dependa de n) para a,?

Si f(n) =0, es decir f(n) = 0 para todo n, decimos que la relacién de recurrencia
es homogénea. Comenzaremos analizando este caso.

Relaciones de recurrencia lineal homogéneas

Relaciéon de recurrencia homogénea de primer orden

La forma de una recurrencia lineal de este tipo es

Aa, + Ba,_1 =0, VYneNn>1, (3)
A, B €Rcon AB # 0.

Por ser A # 0 multiplicando la ecuacién por % obtendremos algo de la forma
a, = Ka,_1, VYneNn>1,

y por induccién completa es facil ver que a,, = K"ay.

Ejercicios Determinar en cada caso la forma del término general sucesion (ay,)nen
definida mediante una relaciéon de recurrencia y algin término de la sucesién.

1. apr1=a, VneNyaq =—1,
2. G, =3a,1 YneNn>1yay, =18,
3. ap, —2na, 1=0 YneNn>1yay=3.
Nota: Esta relacion no es una relacién de recurrencia lineal, para obtener una

relaciéon de recurrencia lineal (que son las que sabemos resolver) tendremos
que realizar un cambio de variable a,, = n!b,.

Relaciéon de recurrencia homogénea de segundo orden

La forma de una recurrencia lineal de este tipo es
Aa, + Ba,_1 +Ca,_o =0, VnéeN,n>2, (4)
A, B,C € R con AC # 0.
A diferencia del la relaciéon de primer orden, en este caso no es evidente la forma

que tendran los términos a,, por lo que recurriremos a ciertos conceptos de algebra
lineal.

Proposicién El conjunto de todas las sucesiones (a,,)nen que verifican una relacién
de recurrencia [4] conforman un espacio vectorial de dimensién 2.



El hecho de que las soluciones de |4 conformen un E.V. indica que

(Tn)nen Y (Yn)nen verifican = (T + Yn)nen verifica ().

(2 )nen verifica = (axy)nen verifica .

El hecho de que su dimensién sea igual a 2 significa que si {(a,)nen, (bn)nen} conjunto
de soluciones LI (no nulas y no multiplo una de la otra) de la ecuacién [4] entonces
cualquier solucién sera de la forma

(aan + ﬁbn)n@]\l

Por otro lado sabemos que a,, = A" con A raiz de p(z) = Az? + Bx + C (que se
denomina polinomio caracteristico) es solucion de {4} luego, diferenciaremos en los
siguientes tres casos:

1. p posee dos raices reales distintas \; y Aq.
En este caso sabemos que (A)" y (A2)" son soluciones LI, luego, cualquier
solucién serd de la forma (a,),en con

an = a(M)" + B(A2)".

2. p posee una raiz real doble .
En este caso se puede ver que A" y nA" son soluciones LI, luego, cualquier
solucién serd de la forma (a,),en con

a, = a\" + fn\".
3. p posee dos raices complejas conjugadas \; = a+ib = re? y \y = a—ib = re=.
en este caso tenemos dos formas de presentar la solucién:

a) Sabemos que (a + ib)" y (a — ib)" son soluciones LI, luego, cualquier
solucién sera de la forma (a,),en con

a, = a(a+1ib)" + B(a — ib)".

Nota: en este caso los coeficientes de o y 8 pueden resultar complejos.

b) Sabemos que 7" cos(nf) y r"sin(n#) son soluciones LI, luego, cualquier
solucién sera de la forma (a,),en con

a, = ar” cos(nf) + Br" sin(nh).



Ejercicios

1. apnio =3ap11 —2a, YneN, ag=4ya =5,
2. an+2:4an+1—4an Vn € D\‘, CLOI—lyO,1:47

3. Gpyo =2ap1 —2a, YneN ap=1ya =2.

Relaciones de recurrencia lineal no homogéneas

Trabajaremos con relaciones de recurrencia de segundo orden pero para relaciones
de primer orden es analogo.
Consideremos la relacién de recurrencia de segundo orden

(E) Aa,+ Ba, 1+ Ca,_ 2= f(n), VneNn>2

A, B,C € R con AC # 0.
Decimos que la relacién homogénea asociada es

(EH) Aa, + Ba,_1+Ca, o =0, VYné&eNn>2,

Proposicién Si o’
de (E) es de la forma

es una sucesién particular de (F), tenemos que una solucién

tp = by + a®

con b, solucién de (E), el problema entonces se reducira a hallar soluciones
particulares de (E).

Buasqueda de la solucién particular: Consideraremos tnicamente el caso en
que
F(n) = rq(n),
donde g(n) es un polinomio de grado t y r € R.
Observar que esto incluye el caso en que f(n) sea un polinomio (r = 1) y también
el caso en que f(n) sea exponencial (¢ = 1).

= Si r no es raiz del polinomio caracteristico de la recurrencia homogénea aso-
ciada entonces existe una solucién particular de la forma

a?) = 1"h(n)
donde A es un polinomio del mismo grado que q.

= Si 7 es raiz simple del polinomio caracteristico de la recurrencia homogénea
asociada entonces existe una solucién particular de la forma

a?) = nr"h(n)

donde h es un polinomio del mismo grado que q.



= Si r es raiz doble del polinomio caracteristico de la recurrencia homogénea
asociada entonces existe una solucién particular de la forma

a?) = n%"h(n)
donde A es un polinomio del mismo grado que q.
Ejercicio Determinar la sucesién (a,) definida por la recurrencia
Qpio — Dap_1 + 6a, o = 3"

y condiciones iniciales ag = 1 y a; = 3.



