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RESUMEN TEORICO SEMANA 5
Funciones generatrices

Este material estd basado en el material colgado en eva “Notas tedricas”.

Problema
Sabemos contar la cantidad de formas de repartir n objetos (indistinguibles) en m

cajas (distinguibles): considerando es esquema con los simbolos “z” y “|” obtenemos

el resultado siguiente
CR™ — (n—l—m—l) _ (n—irm—l)'
m—1 n

A su vez, este problema equivale a la cantidad de soluciones de la ecuacién
@1+22—|——|—2m:n,

coniy €N, Ve =1,...,m.

Usando PIE, podemos resolver el problema anterior incluso con restricciones para
ik, es decir, la cantidad de soluciones de la ecuacion

@1+22—|—+2m:n,

ap < i <bg, iy €N, VE=1,...,m,

o analogamente,
ZkEIk:{ZGD\ICLkSlek}, 1 € N, \V//{Z:L,m
Ejemplo Si consideramos el problema de la cantidad de soluciones de la ecuacion
11 + iy + 13 = 17
2<141<5,4<14y, 8<i3<13, i €N, Vb =1,2,3,
Equivale a hallar el coeficiente en z'” de
(2?4t +2°) (@t 2+ ) (@B 2 L 2

identificando la variable 7, con la potencia elegida del factor k-ésimo.



En general, la solucién al problema de hallar la cantidad de soluciones de
coincide con el coeficiente en 2™ del siguiente producto:

(% + 29T ey (@ a2t %) (a0 2T e gt

la idea serd entonces encontrar los coeficientes de una expresion de esa forma.

De hecho, con esa estrategia podremos resolver problemas méds generales, del tipo
cantidad de soluciones de la ecuacion

1x € I, C N cualesquiera Vk=1,...,m.

hallando el coeficiente en =™ de

=) (57) (%)



Definicién La funcion generatriz de la sucesién (a,) = ag, a1, az, as, ... es la serie
de potencias formal (“polinomio infinito”) dada por

Ejercicios Hallar las funciones generatrices asociadas a
w (a,) = (1,1,1,1,...,1,...).
= (b,) =(0,1,0,1,...,0,1,...).
= (¢,)=(1,1,1,1,...,1,0,0,...).

Observaciéon Si a,, = 0 a partir de un cierto ng entonces tenemos que la funcion
generatriz asociada es un polinomio.

Observaciéon Si z € R, x # 1 se cumple que

1 — :L,n+1
l+z+a’+.. 42" =——
11—
Definiciones La suma de funciones generatrices A(z) = Y a,a" y B(z) =

Yoo o bnx™ es
A(z) + B(z) = Z cpx”  donde ¢, = a, + b,.
n=0
El producto de funciones generatrices A(x) = > " ja,x™y B(z) = 2  b,a™ es

n

A(z) - B(x) = icnx” donde ¢,, = Z ab; = Z a;iby_; = a, * b,.

n=0 i+j=n =0

Una funcién generatriz A(z) se dice invertible si existe otra funcién generatriz B(z)
tal que A(x)B(x) = 1. En este caso definimos B(z) como la inversa de A(z), es decir

=B
A ()
Teorema Una funcién generatriz A(z) = >~ a,z" es invertible si y sélo si A(0) =
ap # 0. Ademsés ﬁ = ,b,a™ donde la sucesién (b,) viene dada por:
1
bo _

Qo



ZTL__OI &nf'ibi
b, = —==——— paran >1
o

Definicién Cociente de funciones generatrices

Si B(0) # 0 se define % = Ax) - %, es decir, dividir entre una funcién
generatriz invertible es multipficar por su inversa.

Observacién Si B(0) # 0, la ecuacién ggg = C(x) es equivalente a A(z) =

B(z)C(z) que se obtiene usando la férmula del producto.

Importante: Las operaciones definidas cumplen con las mismas propiedades que las
operaciones de polinomios.

Ejercicio Hallar los cuatro primeros términos de la funcién generatriz il QE ~
Ejemplo Inversa de 1 — x
N S S Z (2)
= r+at 423 z"
1—=x

Proposiciéon Sim € Z*

ﬁzz(rmm—l) Z<n+m—1>xn )

n=0 =0

Observacién Sea m € Z", si definimos para z € R

(x) _ale—D@=2)...(r—m+1)

n n!

obtenemos que

Notacién: Si A(z) = Y o7, a,x" es una funcién generatriz, [z*](A(x)) = ax, es decir,
[2*](A(x)) denota el coeficente k-ésimo de A(x).

Observacién Sea A(z) =Y~ a,z" una funcién generatriz cualquiera y F'(z) una
funcién generatriz con F(0) = 0 entonces A(F(z)) = > -, an(F(x))™ cumple que



1
2y1230

Ejercicio Hallar las sucesiones asociadas a la funciones ;

Definicién Llamamos fraccion simple a una funcién generatriz de la forma

F(x) = conab#0ymeZ*

(1 —bx)™

Observamos que aplicando la férmula de la potencia negativa de binomio (3| y
sustituyendo x por bx obtenemos

1 N (n+m-—1
(1 — bx)™ ;( m—1 ) v
Luego,
a = n+m-—1
R — b ™
(1 —bx)m ;a( m—1 ) ’

Esta es la ventaja principal de las fracciones simples: es muy sencillo obtener
explicitamente cualquier coeficiente.

Ejemplo Sea F(x) = conab# 0y m € Z" tenemos que

@by

B~ T m”mz<n+m_1) () =
Syt (M

n=0

Ejercicio ;De cuantas formas podemos repartir 20 pelotitas idénticas en cuatro
cajas numeradas de forma que, las primeras dos cajas contengan una cantidad par
de pelotitas; las dos tltimas contengan una cantidad impar de pelotitas y que la
primer caja contenga al menos una pelotita?

Ejercicio Encontrar una funcion generatriz y el coeficiente que resuelve el siguiente
problema: ;De cuantas formas podemos distribuir 20 pelotitas idénticas en tres
recipientes numerados tal que el tercer recipiente contenga una cantidad par de
pelotitas?



