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RESUMEN TEORICO SEMANA 4

Este material esta basado en el material colgado en eva “Notas del tedrico del 2020”.
Definiciones

= Sean A y B conjuntos no vacios. Una funcion f : A — B es una forma de
asociar a cada elemento del conjunto A un tnico elemento del conjunto B. Di
a un elemento a € A la funcién f le asocia un elemento b escribimos

y decimos que b es la imagen de a.

= Dada una funciéon f : A — B. El conjunto imagen de f se define como
Im(f)={beB:3ac Ab= f(a)} CB

(i.e. el conjunto formado por todos los elementos de B que son imagen de
algun elemento de A).

= Dada una funcién f : A — B, entonces para cada b en B se define el conjunto
preimagen de b como

f')={acA: fla)=b}C A

(i.e. el conjunto formado por todos los elementos de A que van a parar a b).
Observar que esta definicion tiene sentido incluso cuando f no tiene inversa.

» Una funcién se dice inyectiva si
a#ad = f(a) # f(d).
= Una funcién se dice sobreyectiva si

Im(f) = B.

= Una funcién se dice biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.



Notacién: Denotaremos |A| al cardinal de un conjunto A.

Principio del palomar (PP)

El enunciado del PP es algo extremadamente elemental, sin embargo la variedad de
problemas que pueden ser atacados utilizando esta idea es bastante sorprendente.
Principio de palomar: Si m palomar ocupan n nidos y m > n, entonces habra un
nido con (al menos) dos palomas.

Ejemplo 1 Probar que si se seleccionan 101 enteros del conjunto S = {1,2,...,200}
entonces existen dos nimeros consecutivos. (Pensarlo por un minuto antes de ver la
respuesta. ;Quienes serfan las palomas y los nidos?)

Demostracion. Los m = 101 enteros seleccionados representarian las palomas
mientras que los nidos serfan los subconjuntos {1, 2}, {3,4}, ..., {199,200} (n = 100
nidos). Como m > n, existe un subconjunto {7, 7+ 1} donde ambos elementos fueron
seleccionados.

Matematicamente, el PP se expresa como: Si f : A — B es una funcién con
|A| > | B| entonces f no es inyectiva (Pensar: ;Quienes representarian a las palomas
y a los nidos?).

Otro enunciado equivalente al PP es el siguiente:

Otra version del Principio del palomar
Si f: A — Besuna funcién con |A| > | B| entonces existe b € B tal que | f~1(b)] > 2.

El principio del palomar se puede generalizar de la siguiente forma:
Generalizacién del Principio del palomar

Si f: A — B es una funcién cualquiera entonces existe b € B tal que |f~(b)| > %.
Dem. Por absurdo, supongamos que|f~1(b)| < % para todo b € B. Observemos

que el conjunto A se particiona en conjuntos de la forma preimagen de b, es decir,
A = Upepf~(b) y ademas f~1(b) N f~1() = 0, luego,

A =31 0) < Z% —18|. % — 14

beB beB

lo cual es absurdo.



Notacién: Denotaremos la intereseccion de subconjuntos AN B como AB.

Principio de inclusién-exclusién (versién conjuntista)

Sea U un conjunto universal con N elementos y A;, Ao, ..., A, ciertos subconjuntos
de U cuya unién denotamos por A. Si denotamos S, a la suma de los cardinales de
las intersecciones de los subconjuntos A;, As, ..., A, tomados de a k subconjuntos,
es decir

Sy, = > |Ai Ay - Ay

1<i1<i2<... <1 <n

Entonces:

A =N =81+ 8= S5+...+ (=1)"S, = N+ _(—1)"8;

Principio de inclusién-exclusién (versién Grimaldi)

Sea U un conjunto universal con N elementos y ¢y, ca, ..., ¢, una coleccion de
condiciones respecto de los elementos de U y ¢; la negacién de la condicién ¢;. Si
denotamos

= N ala cantidad de elementos en el conjunto U

= N(¢;) a la cantidad de elementos en el conjunto U que verifican la condicién
Ci

» N(¢iciy...c,) ala cantidad de elementos en el conjunto U que verifican si-

multanemante las condiciones ¢;,, ¢y, . . ., C;,

= Sk = Zl§i1<i2<...<ik§n N(ciyciy - - - ciy)

Con las notaciones mencionadas anteriormente, se cumple que

N@e.. . 6)=N—=S+8—S+...+(-1)"S, =N+ > (-1)*S,

Observar que llamando A; = {x € U : z satisface la condicién ¢;} y que A =
(UP 1 A;)¢ =N AS la versidn conjuntista.

Ejercicio ;Cuantos enteros positivos n < 1000 son coprimos con 607

Ejemplo Calcular el nimero de funciones sobreyectivas f : A — B donde |A| = m
y | B| = n, este nimero serd denotado Sob(m,n).



Sin perder generalidad podemos suponer A = {1,2,... ., m}y B={1,2,...,n}.
Como conjunto universal tomaremos el conjunto de todas las funciones de A en B,
es decir

U={f:A— B}

cuyo cardinal es N = n"™.

Consideramos las condiciones ¢y, ..., ¢, dadas por

¢i i ¢ Im(f).
Las funciones sobreyectivas f : A — B son justamente aquellas funciones que no
verifican ninguna de las condiciones ¢y, ..., ¢, (pues en este caso todo elemento de
A estaria en el conjunto imagen de f). Tenemos que Sob(m,n) = N(¢,¢z . ..¢,) para
lo cual debemos calcular Sy, ..., .S, a partir de N(c; ¢, - .. i ).

Tenemos que N(¢; ¢y ... ¢;) = (n— k)™ paratodo 1 <i3 <is <...<ip<ny
que N(cicy...c,) =0=0m, luego, Sy = (})(n — k)™ y

n

Sob(m,n) = n™ + ;(—N <Z) (n— k)™ = k;(—mk (k) (n— k)™

Ejemplo Calcular d,,, el nimero de desdrdenes de tamano n (permutaciones que
no mantienen ningin elemento en su posicién original).
Sea U el conjunto de todas las permutaciones de {1,2,...,n} cuyo cardinal es N =
n!. Consideremos las condiciones ¢y, cs, .. ., ¢, dadas por

¢; . el elemento ¢ aparece en el lugar 7.

Queremos contar todas las permutaciones ¢ que no verifican ninguna de esas n
condiciones, es decir, d, = N(¢1C...Cp).
Observemos que si o verifica k condiciones ¢;,, ¢, ..., c;, entonces las posiciones
donde aparecen iy, 1y, ...,1; ya estdn determinadas (pues quedan fijas), podemos
colocar los restantes n — k niimeros en cualquiera de las n — k posiciones libres, para
lo cual tenemos (n — k)! formas de hacerlo.

Esto prueba que todos los sumandos de Sy son iguales a (n — k)! por lo tanto
por el PIE tenemos:

d, = nl + ;;(—1)’@ (Z) (n—k)! = zn:(—nk (Z) (n—k)! =




