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1. Xn y Sn son independientes

En lo que resta del curso vamos a enfocarnos en estadística de poblaciones normales. Es
decir, supondremos que los datos se ajustan a la distribución normal, y veremos que los
estimadores de µ y σ2 tienen distribuciones que podemos calcular.

Vamos a probar primero una propiedad sorprendente que tienen las muestras normales, y
es que la media muestral Xn y el desvío muestral Sn son independientes. Una demostración
relativamente sencilla se puede hacer aplicando la fórmula de cambio de variable, pero es
casi inmediata usando la simetría rotacional de la distribución normal.

Supongamos por el momento que X1, . . . ,Xn son i.i.d. con distribución normal estándar. La
densidad conjunta (en dimensión n) es

p(x) =
n

∏
i=1

ϕ(xi) =
1

(2π)n/2 e−‖x‖
2/2,

en donde hemos usado la notación

1. x = (x1, . . . ,xn) es un vector en Rn;

2. ‖x‖2 = ∑
n
i=1 x2

i es la norma al cuadrado de x, que representa la distancia de x al origen
elevada al cuadrado.

Al igual que en dimensión 2, vemos que la densidad p(x) depende solamente de la distancia
al origen, y por lo tanto presenta la misma simetría rotacional.

Comencemos por una observación trivial. Si proyectamos ortogonalmente el vector

(X1, . . . ,Xn)
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sobre el plano generado por las primeras n−1 coordenadas, obtenemos el vector

(X1, . . . ,Xn−1,0),

cuya distancia al origen esta dada por

R2 = X2
1 + · · ·+X2

n−1.

Notar que como Xn es independiente de X1, . . . ,Xn−1, entonces Xn y R2 son independientes.

(X1,...,Xn)

xn

Xn

(X1,...,Xn-1,0)

V

u

(X1,...,Xn)

Figura 1: Proyección de (X1, . . . ,Xn). A la izquierda sobre el plano de las primeras n− 1
coordenadas, a la derecha sobre una dirección dada u y su complemento ortogonal V .

Lo mismo ocurre en cualquier otra dirección. Si elegimos una dirección representada por un
vector unitario u, la proyección del vector X = (X1, . . . ,Xn) sobre u tiene coeficiente X ·u en
donde el punto indica el producto escalar de vectores. La proyección sobre el complemento
ortogonal V de u es entonces

XV = X− (X ·u)u.

Por la simetría rotacional, las variables X · u y R2
V = ‖XV‖2 son independientes. Más aún,

X ·V tiene distribución N(0,1) y R2
V tiene la misma distribución que R2 = X2

1 + · · ·+X2
n−1.

Llamemos {e1, . . . ,en} a la base canónica de Rn. Si tomamos

u =
1√
n
(1, . . . ,1) =

1√
n

n

∑
i=1

ei,

entonces la proyección de X es

X ·u =
1√
n

n

∑
i=1

Xi =
√

nXn.

Además, el espacio V ortogonal a u es

V = {x ∈ Rn : x ·u = 0}=

{
x ∈ Rn :

n

∑
i=1

xi = 0

}
,

y la proyección de X sobre V es

XV = X− (
√

nXn)u =
n

∑
i=1

(Xi−Xn)ei
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cuya norma al cuadrado es

R2
V =

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2 = (n−1)S2

n.

Hemos probado entonces que Xn y Sn son independientes. Más aún, podemos decir que
(n−1)S2

n tiene la misma distribución que R2.

Si X1, . . . ,Xn son i.i.d. con distribución N(µ,σ2) en lugar de estándar, basta observar que

Xi = σZi +µ, i = 1, . . . ,n

de modo que
Xn = σZn +µ, S2

n(X) = σ
2S2

n(Z).

De lo anterior sabemos que Zn y S2
n(Z) son independientes, por lo que también lo son Xn y

S2
n(X).

Sean X1, . . . ,Xn i.i.d. con distribución N(µ,σ2). Entonces Xn y S2
n son independien-

tes. Más aún:

1. Xn tiene distribución N(µ,σ2/n);

2. (n− 1)S2
n/σ2 tiene la misma distribución que la suma de n− 1 cuadrados de

normales independientes.

2. Las distribución t de Student

Recordar que si Z1, . . . ,Zk son variables aleatorias independientes con distribución N(0,1),
entonces la suma de sus cuadrados,

Q =
k

∑
i=1

Z2
i ,

tiene (por definición) distribución chi-cuadrado con k grados de libertad.

En la sección anterior probamos que si X1, . . . ,Xn son i.i.d. con distribución N(µ,σ2), en-
tonces (n− 1)S2

n/σ2 tiene la misma distribución que la suma de los cuadrados de n− 1
normales estándar independientes. Pero esta es precisamente la distribución χ2(n−1).

Distribución de S2
n

La distribución de (n−1)S2
n/σ2 es χ2 con n−1 grados de libertad.

La distribución t de Student con k grados de libertad es la distribución de una variable T
que se puede escribir como

T =
Z√
V/k

= Z

√
k
V
,

en donde
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Figura 2: Se muestra las densidades tν para varios valores de ν . En el gráfico también se
muestra la densidad normal estándar que corresponde a tν con ν =+∞.

Z es una variable N(0,1);

V tiene distribución chi-cuadrado con k grados de libertad;

Z y V son independientes.

La distribución de Student tiene función de densidad dada por

pT (t) =
Γ( k+1

2 )
√

kπ Γ( k
2)

(
1+

t2

k

)− k+1
2

,

en donde k es el número de grados de libertad y Γ es la función Gamma. Al igual que con la
χ2, la fórmula de la densidad no la usaremos nunca. Calcularemos probabilidades usando
las tablas de la t.

Notar la semejanza con el gráfico de la densidad normal. A pesar de la apariencia, las colas
de la distribución t son un poco más grandes que las de la normal estándar. A medida que
los grados de libertad k crecen, la t(k) se aproxima más y más a la normal estándar.

Consideremos los estimadores muestrales

Xn =
1
n

n

∑
i=1

Xi y S2
n =

1
n−1

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2.

Podemos resumir entonces lo hecho en esta clase del siguiente modo:

Xn y S2
n son independientes;

(n−1)S2
n

σ2 ∼ χ2(n−1);

y
√

n(Xn−µ)
Sn

tiene distribución de Student con n−1 grados de libertad.

La tabla al final de las notas muestra algunos valores críticos de la t de Student. Se debe
leer de la misma forma que la tabla de la χ2. Por ejemplo, el valor crítico asociado a la
probabilidad 0.05 y 10 grados de libertad es 1.812. Esto lo escribimos t10(0.05) = 1.812.
En general, tk(α) es el valor que verifica P(tk ≥ tk(α)) = α .

4



Notas PyE 2019-S2 Clase 10

3. El test t de Student

¿Qué podemos hacer si n es relativamente pequeño y la varianza σ2 es desconocida? En el
caso de datos normales, podemos utilizar un test t (o test de Student).

Un test t es aquel en el cual el estadístico tiene distribución t de Student bajo la hipótesis
nula. Como hemos visto en las clases anteriores, si X1, . . . ,Xn son i.i.d. con distribución
normal N(µ,σ2), entonces

Tn =

√
n(Xn−µ)

Sn

tiene distribución t de Student con n−1 grados de libertad. Aquí Sn denota el desvío están-
dar muestral

Sn =

√
1

n−1

n

∑
i=1

(Xi−Xn)2

que se calcula a partir de los datos observados (dividimos entre n−1 y no entre n).

Ejemplo 1

Una compañía fabrica barras de jabón que se supone pesan en promedio 280 gramos. Se
asume que el peso de una barra de jabón es una variable aleatoria con distribución normal.
Se toma una muestra de tamaño n = 20 para el control de calidad y se obtiene

Xn = 289 gr, Sn = 22 gr.

¿Es el peso de las barras compatible con el peso de la etiqueta?

Como en los ejemplos anteriores, diseñamos un TdH para responder a esta pregunta.

1. Elegir la hipótesis nula H0. El fabricante afirma que las barras pesan en promedio 280
gr. Si denotamos por µ la esperanza del peso de una barra de jabón, podemos escribir
la hipótesis nula como H0 : µ = 280.

2. Decidir si HA es a una o a dos colas. Nos interesa que el jabón pese lo que indica la
etiqueta. Si el peso es menor o mayor significa que algo está fallando en el proceso
de fabricación. Así que HA : µ 6= 280 es a dos colas.

3. Elegir un estadístico. Hasta aquí el diseño del TdH viene siendo igual al del test z. La
diferencia ahora es que no conocemos la varianza σ2 de la distribución de los pesos
de las barras de jabón. Esto nos impide tomar como estadístico

Z =

√
n(Xn−280)

σ

pues no sabríamos calcularlo a partir de los datos observados (¿qué σ ponemos en la
fórmula?). El truco consiste en cambiar σ por Sn.

Usaremos el estadístico

T =

√
n(Xn−280)

Sn
=

√
20(X20−280)

22
.
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El valor observado de T es en nuestro caso

Tobs =

√
20(289−280)

22
= 1.83

4. Elegir un nivel de significación y determinar la región de rechazo. Para variar un
poco, tomemos α = 0.1. Lo natural es rechazar H0 cuando el promedio X20 se aleja
bastante de 280. Esto es, rechazar cuando∣∣X20−280

∣∣≥ k.

Podemos escribir una desigualdad similar usando el estadístico T

|T |=

∣∣∣∣∣
√

20(X20−280)
S20

∣∣∣∣∣≥ c.

que es una región del tipo I = (−∞,−c]∪ [c,+∞).

Para calcular c debemos usar el nivel de significación elegido. Debemos resolver

α = P(T ∈ I|H0) = P(|T | ≥ c|µ = 280) = Ft,n−1(−c)+1−Ft,n−1(c),

en donde hemos denotado por Ft,n−1 la f.d.a. de la distribución t de Student con n−1
grados de libertad.

La distribución t también es simétrica en torno al cero, por lo que

Ft,n−1(−c) = 1−Ft,n−1(c).

Vemos entonces que debemos resolver

Ft,n−1(c) = 1−α/2.

Es decir, c es el valor crítico tn−1(α/2) = t19(0.05) = 1.73 (lo obtenemos de la tabla).
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En la figura de arriba mostramos la comparación entre el valores crítico 1.645 de la
normal (el test z) con el de Student (el test t) de 19 grados de libertad. Aunque la
diferencia es chica, lo correcto es usar el t en este caso. Si hubiéramos usado el valor
crítico de la normal, el nivel de significación sería 0.12 y no 0.1 como queremos.

5. Determinar la(s) potencia(s). He aquí la mala noticia. El aparentemente insignifican-
te cambio de σ por Sn que hicimos para poder calcular el estadístico hace que no
podamos calcular de forma sencilla las potencias de un test t. Así que seguiremos
adelante sin conocer la potencia.

Como Tobs = 1.83 ≥ 1.73, rechazamos H0. Esto lo podemos hacer calculando el p-valor a
dos colas:

pval(Tobs) = P(|T | ≥ |Tobs||H0) = 2(1−Ft,n−1(1.83)) = 0.083,

que es menor que α = 0.1. �

4. El estadístico t a partir de la razón de verosimilitud

Apliquemos el método de la razón de verosimilitud a la situación modelada en el test t. En
este caso X1, . . . ,Xn son i.i.d. normales N(µ,σ2), con ambos µ y σ2 desconocidos, pero
estamos interesados en hacer un TdH para µ . Es decir, σ2 es un parámetro molesto.

Supongamos que queremos hacer un test a dos colas{
H0 : µ = µ0

HA : µ 6= µ0

Si bien H0 parece simple pues consiste de un solo valor de µ0, no lo es. Aunque asumamos
H0 es cierta, no podemos determinar la distribución de las X ′i s, justamente por el parámetro
molesto σ2.

En este caso
P0 = {(µ0,σ

2) : σ
2 > 0}.

Recordar que la densidad normal tiene la fórmula

p(x; µ,σ2) =
1√

2πσ2
e−(x−µ)2/2σ2

.

La función de verosimilitud es

L
(
µ,σ2)= (2πσ

2)−n/2
exp

(
− 1

2σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ)2

)
,

por lo que al tomar logaritmo y poner µ = µ0, obtenemos

`
(
µ0,σ

2)=−n
2

log
(
2πσ

2)− 1
2σ2

n

∑
i=1

(Xi−µ0)
2 .

En este caso, µ0 está fijo y debemos hallar el máximo variando σ2. Así que

d`
dσ2 =− n

2σ2 +
1

2σ4

n

∑
i=1

(Xi−µ0)
2
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que es cero cuando

σ
2 =

1
n

n

∑
i=1

(Xi−µ0)
2 .

De aquí concluimos que

sup
σ2

{
L
(
µ0,σ

2)}=(2π

n

n

∑
i=1

(Xi−µ0)
2

)−n/2

e−n/2.

Para el denominador, ya sabemos de clases anteriores que los estimadores de máxima vero-
similitud de µ y σ2 son

Xn y
1
n

n

∑
i=1

(Xi−Xn)
2

respectivamente. Substituyéndolos en la definición de L(µ,σ2) obtenemos

sup
{

L
(
µ,σ2)}=(2π

n

n

∑
i=1

(
Xi−Xn

)2

)−n/2

e−n/2.

Es decir, la razón de verosimilitud es

qL =

(
∑

n
i=1 (Xi−µ0)

2

∑
n
i=1
(
Xi−Xn

)2

)−n/2

.

Esto puede ser escrito en una forma más conveniente. Notar que

n

∑
i=1

(Xi−µ0)
2 =

n

∑
i=1

((
Xi−Xn

)
+
(
Xn−µ0

))2

=
n

∑
i=1

(
Xi−Xn

)2
+n
(
Xn−µ0

)2

por lo que

qL =

(
1+

n
(
Xn−µ0

)2

∑
n
i=1
(
Xi−Xn

)2

)−n/2

=

(
1+

1
n−1

T 2
)−n/2

.

Ahora, la región de rechazo {qL ≤ k} se puede escribir como {|T | ≥ c} para una constante
c que depende de n y k.

Podemos calcular el valor de c para que el nivel de significación sea α . Como T , bajo la
hipótesis nula, tiene distribución de Student con n− 1 grados de libertad, vemos que la
ecuación

P(|T | ≥ c|H0) = α

equivale a tomar c = tn−1(α/2). Luego, rechazamos H0 si |Tobs| ≥ tn−1(α/2).
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