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Introduccion u

@ El concepto linea de transmision se aplica a dispositivos que llevan
energia de un punto a otro, en general de una fuente a una carga.

@ Nos limitaremos al caso particular de dos conductores paralelos, que se
caracterizan por permitir la propagacién de los modos electromagnéticos
transversales (TEM).

e Haremos un analisis sencillo, en régimen sinusoidal, mediante fasores.

linea de transmision
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Introduccion '

Hipotesis de trabajo
e Tenemos dos conductores rectos y paralelos, de secciéon uniforme.

e En una secciéon transversal, las corrientes fluyen iguales en médulo y en
sentido contrario.

o La tensién y la corriente varian a lo largo de la linea.

e Nos basaremos en un modelo de cuadripolo infinitesimal:
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Introducciéon
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Hipotesis de trabajo
o R - es la resistencia por unidad de longitud (Q.m~1).
o L - es la inductancia por unidad de longitud (Hy.m™1).
o C - es la capacidad por unidad de longitud (F.m™1).
e G - es la conductancia por unidad de longitud (Q~1.m™1).
@ z - es la distancia medida desde la fuente de tension (m).
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Analisis

oA LAy i(z 4 Az, t)
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Ecuaciones eléctricas de la linea
o Planteamos Kirchoff de malla:
Oi(z,t
v(z,t) = R.Az.i(z,t) + L.Az. z(azt, ) +v(z+ Az, t)
v(z+ Az t) —v(z,t) ) 0i(z,t)
= —R.i(z,t) — L.
Az iz 1) ot )
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Analisis

i(z+ Az, t)
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Ecuaciones eléctricas de la linea
o Planteamos Kirchoff de nudo:
1o} Azt
i(z,t) = G.Azv(z+ Az, t) + C.Az.% +i(z + Az, )
i(z+ Az, t) —i(z,1) v (z + Az, t)
- _G. Az t)— . LET Y
Az v(z+Az0) ot |
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Analisis

i(z+ Az, t)
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Ecuaciones eléctricas de la linea

e Tomando Az — 0:
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Analisis

Ecuaciones eléctricas de la linea
e Trabajamos en fasores, con amplitud dependiente de la posicion!!
° v(z,t) =re [V(2)e?*?] , i(z,t) = re [I(z)el!]

o Al derivar respecto del tiempo, aparece un jw.

tiempo asores

p f

ML = —Ri(e) - LUGH | B = (R Ljw)I(2)
HED = _Gafe,r) - C2E0 | O~ (G4 Cjw) V(2)
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Analisis

W) = (R+ Ljw).I(2)
G — (G4 Cjw).V(2)

Ecuaciones eléctricas de la linea

Podemos hallar ecuaciones diferenciales de segundo orden para los fasores
V(z) e I(z) (ecuaciones de onda).

2

Y
0%V
ang) = (R+ Ljw)(G + Cjw) .V (z) =72V (2)
021
az(:) = (R+ Ljw)(G + Cjw).I(2) = v*I(=).
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Analisis

Parametros del anélisis fasorial de la linea

Simbolo Nombre Unidades
w frecuencia angular rad.s~!
Z =R+ jwL impedancia en serie Qm~1
Y =G+ jwC | admitancia en paralelo Q- 1m=!
wC susceptancia en paralelo Q- Imt
wL reactancia en serie Qm~!
y=a+jB constante de propagacion
e} constante de atenuaciéon nepers.m_1
B constante de fase rad.m™1
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Ondas viajeras

Soluciones de la ecuacion de onda: 828‘;2) = vV (2).

o Planteamos soluciones de la forma,

V(z) =Vie " + Voet* | V,=|Vi|4(, i=1,2

o En el tiempo:
v(z,t) =re [(Vle_”’z + Vgew) ej‘”t]

U(Z,t) — re |:|V1|e—azej(wt—,6'z+41) + |V2|eazej(wt+ﬂz+§2)]

v(z,t) = |Vi|e™ % cos(wt — Bz + (1) + |Va|e“® cos(wt + Bz + (2)

vla;t) va(z,t)
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Ondas viajeras

linea de transmision

\/ \
N N
+
O .
AVA AVA
N N

Soluciones de las ecuaciones eléctricas de la linea

v(z,t) = |Vile” %% cos(wt — Bz + (1) + |Va2|e*? cos(wt + Bz + (2)

v1(2z,t) va(z,t)

e Veremos que la onda v1(z,t) viaja hacia la derecha, hacia la carga
(incidente), en tanto va(z,t) viaja hacia la fuente (reflejada).
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Ondas viajeras

.Como se desplaza un punto de fase constante: wt — 2z =cte?
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Ondas viajeras '

.Como se desplaza un punto de fase constante: wt — Sz =cte?

@ Sea T = %’r =1 y miremos cuinto varia el punto z de fase constante
entre un t dado y t + T

) wt—ﬁzl Zw(t—FT)—BZQ éﬁ(zz—zl):szwr.

o La longitud de la onda vale A = zo — 21 = %"

o La velocidad de fase o grupo sale de medir la velocidad del punto z de fase
constante (wt — 8z = cte) y vale

0z w  2nf

UQ—E:BZFZ)\‘](

@ Por eso 3 se denomina constante de fase.
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Ondas viajeras

. Qué papel juega «, la constante de atenuacion?

El término e~ %*

[Vile™ %% cos(wt — Bz + (1)

, nos dice como se atenda la onda incidente al viajar.
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Impedancia caracteristica

Relaciéon tension-corriente

e Dado un punto z, escribamos los fasores de tensién y de corriente
(incidentes y reflejados):

V(z) =Vie 7 +Vae?* | I(z2) =Le 7* + Le?

@ Recordando que axgiz) =—(R+ Ljw).I(2):

—yVie 7" +vVhe"* = —(R + Ljw) [Ile_”’z + _[2672]

e Reordenando: [yV; — (R + Ljw)1]e 7% + [yVa — (R + Ljw)Iz] e7*
e De donde

gl 2

L=—2"1_V =——' v
""" Rt Ljw ' R+ Ljw *

I =

v
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Impedancia caracteristica

Relaciéon tensidn-corriente

Miremos el término -———, que representa una admitancia.
R+Ljw?

Podemos definir una impedancia

R+ Ljw R+ jwL R+ jwl
v V(R + jwL)(G + jwO) G+ jwC

que se denomina impedancia caracteristica de la linea.

e Si R=G =06, en la practica, R < Lw y G < Cw, decimos que la linea

es sin pérdidas y su impedancia es real!!:

L
Zo=1]=
0 C

Cualquier linea se puede considerar sin pérdidas si se la trabaja a
suficientemente alta frecuencia.

y
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Impedancia caracteristica

Relacién tension-corriente

o En términos de la impedancia caracteristica:

V(z) = Vie 7 + Vae?*

I(z) = Zio [Vie™7* — Vae7?]

e La impedancia vista hacia la carga desde un punto z vale:

V(z) Z ‘/16_7‘2 + ‘/'26’}’2 Z ‘/1,6_72 (1 _I_ %.62’)/2)
I(Z) 0'V1€*WZ — Vhe? - 0.‘/1'6_72 (1 _ %.8272)
1
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Impedancia caracteristica

Impedancia vista hacia la carga

|

Vo 2vyz
V(Z) z %e—7z+‘/'26fyz_z (]_—{-V?.G’Y)
I(Z) O.Vle_'\/z — Vher? - oo (1 _ Vv 6272)
\%

L
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Coeficiente de reflexion

Evaluemos la impedancia vista en la carga!!
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Coeficiente de reflexion '

Llamamos coeficiente de reflexion de tension a la razén compleja entre la
onda reflejada y la incidente, para z = [, siendo [ la longitud de la linea (es
decir, la posicion de la carga):

Va.et Voo o
e = —.€ R = L(D
= e T, lpr| L2
Entonces
V. Zy, _  ldpr
P P (1 + vf.@27l> 1 + T Zo 1—pr
L = Zo. = Zo
_ 2y 1—pr _
(1= ) N

Méxima potencia transmitida

El coeficiente de reflexion es nulo cuando si no hay onda reflejada (Vo = 0), lo

que equivale a Zj, = Z; y toda la potencia entregada por la fuente se disipa en
la carga.
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Coeficiente de reflexion

I -2y F-1

_ZL+ZO_%+1

PT

Ejemplos tipicos de relacion entre pr, Zp v Z.

% o log| Eo. Olzervecisne
Z1 = Zg 1+ ;50 0+ j0 0 B No hay onda reflejada
ZL =0 0+ 50 —1+ 50 1 s Reflexion
(corto circuito) con fase opuesta
Zp, = oo oo 1+ 50 1 0 Reflexién
(abierta) con igual fase
Z( real a + jO at+io | % 2_—'_% 067 | Carga resistiva mayor o menor que la
Zp, =a.Zg impedancia caracteristica,
también resistiva
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Impedancia en z

. _ 7 VieTVi4Vher*
Retomemos la expresion de Z(z) = ZO.Vle,W_VQeW

Usaremos que pr = %62’)1 — gi—!—;% :> = (Z(LZEZOZ)O?YZ o
Z(e) = 2o AT Ve e et
0 Vie=7z — Vyer? 0 %e"ﬂ — ez
Z Z — z— z
, BB et (7,4 7). (7, — Zg)e
0- gﬁ_z()% e—1=2) _ gz V(2 + Zo).e=1(==20) — (Z; — Zy)er=
L
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Impedancia en z

Retomemos la expresion de Z(z)
Multipliquemos numerador y denominador por e~

(Zr + Zy).e= "0 4 (Z1, — Zy)er(x—D

A = 7.
(Z) 0 (ZL + Zo).e_'Y(z_l) — (ZL — Zo)e'y(z—l)

Zr [e—v(z—l) 4 ew(z—l)] + Zo. [e—w(z—l) — ev(z—l)]

= 2(z) = ZO'ZL [e*‘Y(Z*l) = e‘Y(Z*l)] + Zp. [e*‘Y(Z*l) + e’Y(Z*l)]

=z

T _ ., . .
Usando que tanh(z) = ST, esta expresién puede re-escribirse como:

Zo+ Zp.tanhy(l —2) " Zo+ Zy.tanh~d

Zr, + Zy. tanh y(l — Z1, + Zy. tanhyd
Z(2) = Zo. L+ Zo. tanhy(l — 2) 7 L + Zg.tanhvy

con d = — z (distancia medida desde la carga).
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Impedancia en z '

Z1, + Zy. tanhy(l — 2) Z1, + Zp. tanh vd
Z(Z) = Zo. = Z0-
Zo+ Zp.tanhy(l — z) Zy + Zy,. tanh yd

Comentarios
e Si Zp, = Zy, entonces Z(z) = Zp a lo largo de toda la lineal!
e Si Z; = 0 (cortocircuito), entonces Z(z) = Zy. tanh vd.
e Si Zy, = oo (circuito abierto), entonces Z(z) = Zy/ tanh yd.

@ Si la linea es sin pérdidas (v = j8 y @ = 0), entonces tanhyd = j tan 5d
(verifircarlo!!!) y

Zr, + jZy.tan pd
Z(2) = Z.
(2) = Zo- 7 =7 tan pd

o Z(2)41=0 = jZp.tanfd , Z(2)Pr=) = d
Variando d (es decir, variando la distancia al final) obtenemos valores
arbitrarios de reactancial!

v
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Impedancia en z

Transformadores

Evaluamos en d = [ (al principio de la linea)

Z1, + jZy. tan Bl

Zin =2 . : in pérdid
(2)lg=1 = Zo Zo+ j 2z tan Bl (sin pérdidas)
° = % (proporcional a media longitud de onda)
2r A
Bl = TﬂnaznwétanﬂlzoéZm:ZL

o | = (2n+1)3 (proporcional a cuarta longitud de onda)

Zg

Bl = 7

A
%(271—1— 1) = (@n+ 1)% = tan Bl = 00 = Ziy, =
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Ejemplo de uso de transformador '

Para adaptar la impedancia Z;, (dada) a una linea de impedancia

caracteristica Zp (dada), intercalamos un transformador de % de impedancia
caracteristica Z;. ;Cuéanto debe valer 7,7

cuarta longitud de onda

Z,=100 Ohm Z, Z, =400 Ohm

Debe ser Zy = Z;,, = g—i, de donde

Zy = \/ZoZ1, = /400 x 10002 = 200§
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Stub “

@ Supongamos que tenemos una linea sin pérdidas con una carga terminal
no adaptada y queremos eliminar la onda reflejada hacia la fuente, pero
no podemos abrir el sistema para intercalar un transformador.

dq
e Podemos colgar en paralelo un
trozo de linea de largo ds, con
alguna impedancia caracteristica Zy = 4
Zg, a una distancia d; de la carga.

@ Se puede colocar cortocircuitado o
abierto y solo aporta reactancial!!
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Ejemplo '

La figura muestra un generador que alimenta una carga Zj, a través de una
linea de transmisién de impedancia caracteristica de Zy = 50€). La carga Z, se
conecta a la linea de la siguiente forma,
@ se conecta un stub en cortocircuito en paralelo con la carga. El stub tiene
una longitud /g igual a A\/8 y esta hecho con la misma linea original
(Zs = Zy = 50Q).
@ se conectan la carga y el stub a la linea de 50¢2 a través de un tramo de
linea de impedancia caracteristica Z) = 75§ y longitud lr = \/4.

174

| =
1/8
z H4
0 0 z,
B " STUB

Se pide calcular el valor de la impedancia de carga Z;, sabiendo que resulta

adaptada (esto quiere decir que no hay onda reflejada hacia el generador).
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Ejemplo -

1/4

| i
1/8
z z'
0 0 z,
] - sTuB

e Como sabemos que la carga resulta adaptada, tenemos que calcular la
impedancia que se ve en el punto de conexiéon del transformador de cuarta
longitud de onda e igualarla a Zj.

e El stub en cortocircuito aporta una impedancia imaginaria pura de valor
Zstup = jZg.tan Blg, con Blg = 27”% = 7. Entonces Zspup = jZ5s.

e Por otro lado, el transformador de cuarta longitud de onda adapta la
impedancia complexiva Zr || Zsuup a la linea, a través de la relacion

12
ZO

Zy= 20
°7 ZLlliZs

= Zi|ljZs =z €R (Z0,Z; €R)
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Ejemplo

e Trabajemos con admitancias: Y, = ZL_1 =G+ jBr, Ystup = —ngl.

e Entonces imponemos Y, = Y| Ystur = Y1 + YVstup sea resistiva pura:

Br = —Bstub = Z§1 = Yreq =G = Zeq = Gzl

/2
e Luego imponemos la adaptacién a la linea deseada: Zy = Zo_

Zy

Zy = Z(;2.GL = |G = ﬁ
0

Teoria de circuitos

Segundo semestre, 2020 31/32



Ejemplo

174

L L
1/8
z z
0 0 z,
= - STUB

@ Recordemos los valores: Zy = Zg = 5052, Z£)2 = 750,
e Entonces G, = 0,009Q_1, jB;, = 0,020~

o Finalmente,

1 _ Gp—jBr

Z = f—
YT GL+jBL, T G +B

(18,6 — j41,7)
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