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Solucion Practico 2 - Ecuaciones Diferenciales.

Ejercicio 1

2 1= 1+ce2t

a) Las soluciones constantes son x(t) = 1. Si 2(0) # £1, entonces x(t) = == — s

con ¢ € R\ {0}. Observar que ¢ = ig;} por lo que ¢ € (—1,0) U (0,1)

Ademss: si |z9| > 1, ¢ € (0,1) y ¢ = e~ 2* para cierto k > 0, entonces z(t) = m

Y si |z < 1, ¢ € (—1,0) y ¢ = —e~2* para cierto k > 0, entonces z(t) = tanh(k — t)
et_e—t
et+e—t

Donde tanh es la funcién tangente hiperbélico: tanh(t) =

b) z(t) = £1/2(—t+ k) con k € R. Para cada k, hay “dos soluciones”: una tomando la raiz
positiva y otra la negativa. Ambas estdn definidas en (—oo, k)

c) z(t) =log(vVkt> — 1 con k > 0. Para cada k, hay “dos soluciones”: una solucién estd definida
para t < —ﬁ, y la otra para t > ﬁ

Veamos con detalle el ejercicio 1b
(a) Buscamos una solucién general a la ecuacién diferencial

(1 + x(t)Q)m(t)m(t)’ + (1 + x(t)2> =0
Observar que resolver dicha ecuacion es equivalente a resolver
z(t)z'(t) = -1

Primero vemos que la ecuacién no admite soluciones constantes. Mas aun, no admite soluciones
tales que se anulen o su derivada se anule en algin punto.

Procedemos a resolver la ecuacién por el método de separacién de variables (en este caso, la
variable ¢ no aparece aislada en la ecuacién)

Tenemos que
/x(t)x’(t)dt: /—ldt

/xd:z::ftJrk

1
5gc(t)2 = —t+k

x(t) = £/ 2(—t + k)

Observamos que para cada k real existen dos soluciones distintas y cada una de ellas se define
en el intervalo (—oo, k). Como habfamos dicho, tanto la solucién como su derivada no se anulan en
ningin punto.

Ejercicio 2
_ ot
8) a(t) = rir-

b) x(t) = —t + vk + 262,



Ejercicio 3

a)

W N =

[\

o
Nl
w =
NN NI N N NI
]
/N N N N /N /N

Ejercicio 4

a) a) La solucién general es x(t) = cie3! + cpe?!
b) La solucién general es z(t) = ¢1 + cae™t
¢) La solucién general es z(t) = cie~2 cos(t) + coe ™% sen(t)
b) a) Para las condiciones iniciales z(1) = €2, 2/(1) = 3e?, tenemos ¢; = 1 y ¢ = 0. Es decir
z(t) = Ledt
b) La solucién general es x(t) = c1e% + coe’. Para las condiciones iniciales z(0) = 3,

2/(0) = 11, tenemos ¢; = 2y co = 1. Es decir x(t) = 2 + €.

c) Para las condiciones iniciales z(0) = 1, 2/(0) = 0, tenemos ¢; = 1 y ¢o = 2. Es decir
x(t) = 2e 2 cos(t) + e~ ! sen(t).

d) La solucién general es z(t) = cre’ + coe™ Para las condiciones iniciales z(1) = 2,
2/(1) =0, tenemos ¢; = 2= y ¢z = % Es decir z(t) = 2e + %e‘gt.

Ejercicio 5
Solucién: a = -2y a = 1.

Veamos en detalle el ejercicio:

Buscamos los valores de a para los cuales las siguientes ecuaciones tienen soluciones comunes
(ademas de la funcién nula):

I) 2" +ax’ — 2z =0, ) z" — 22" +ax =0

Observacion: El conjunto de soluciones de cada una de las ecuaciones es un espacio vectorial de
dimension 2. Por lo tanto, la interseccion de estos espacios (las soluciones comunes) serd también
un espacio vectorial cuya dimension podrd ser 0, 1 o 2. El caso de dimension 0 es cuando ambos
tienen como unica solucion en comin x = 0, el caso de dimension 1 es cuando existe cierta x.
solucion comun no nula y por lo tanto todos sus multiplos. El caso de dimension 2 es cuando todas
las soluciones son comunes.

Vemos que si a = —2, ambas ecuaciones resultan ser la misma, y por lo tanto tendran las
mismas soluciones. El polinomio caracteristico de ambas ecuaciones es A2 — 2\ — 2, cuyas raices
son A = 1 + /3. Por lo tanto, las soluciones se escriben como

x(t) = clet(l""/g) + czet(l_\/g) c1,60 €R
Supongamos ahora que a # —2 y que z, es una solucién comun. Entonces,
2 +azl —2x.=0=2! — 22/ + ax,

= (a+2)zl, = (a + 2)z.
= x.(t) =ke', keR



Hasta ahora concluimos que para que exista una solucién comun necesariamente tiene que ser multi-
plo de et. Esto implica que 1 tiene que ser raiz, simultdneamente, de los polinomios caracteristicos
asociados a cada una de las ecuaciones:

1—-24a =0

De donde obtenemos que necesariamente a = 1 y las soluciones comunes son el subespacio
vectorial generado por e, es decir, z.(t) = ke! con k € R.

{ 1+4a—2 =0

Ejercicio 6

Solucién: a = —3.

Las soluciones se pueden escribir como z(t) = ¢; e?! 4+ cyet, donde ¢; v ¢y son constantes reales.
Para la condiciones iniciales z(0) = 1 = 2/(0), tenemos ¢; = 0y co = 1. Es decir z(t) = €.
Resumen de prueba:

Para hallar el valor de a basta con ver que 1 tiene que ser raiz del polinomio caracteristico.
Conocido el valor de a, por métodos ya conocidos, se hallan las soluciones.

Ejercicio 7

Solucién: a = -4y b =5.

La solucién general de la ecuacién es x(t) = c1e?! cos(t) + c2e?! sen(t).
Para las condiciones iniciales 2(0) = 1 = 2/(0), tenemos ¢; =1 y ¢g = —1.
Es decir x(t) = 2! cos(t) — e sen(t)

Resumen de prueba:

Para hallar los valores de a y b basta con observar que (2+1i) y (2 —14) son raices del polinomio
caracteristico, y por lo tanto este se escribe como (A — (2414)) (A — (2 —1i)) = A2 +4A +5.

Luego se halla la solucién general por métodos conocidos y en funcion de las condiciones iniciales
se calculan las constantes c¢; y co.

Ejercicio 8

Denotaremos en este ejercicio a xg como solucion a la ecuacidn homogénea (es decir a la
ecuacion igualada a 0), y como x, a una solucion particular de la ecuacion. Recordamos que una
solucidon general se puede escribir como x(t) = xg (t) + x,(t).

Si bien hay casos en los que podemos formular expresiones genéricas para soluciones particulares
en una ecuacion ()" +ax(t) +bx(t) = c(t), una buena opcidn es buscar candidatos “similares” a
c(t). Por ejemplo, sic(t) es una funcion trigonométrica, buscamos funciones trigonométricas como
posible solucion, si es un polinomio buscamos un polinomio como solucion, etc.

En todos los incisos de este ejercicio, las condiciones iniciales son x(0) =1, 2/(0) =0

a) Tp(t) =cre tcos(t) + coe ! sen(t).

zp(t) = T¢ cos(2t) + £ sen(2t)

Para las c.i dadas, #(t) =z (t) + 2p(t) tomando ¢; =1+ {5 y o =1— 3
b) xy(t) = cre "t cos(t) + cae sen(t).

xp(t) = 2 cos(2t) — 15 sen(2t)

Para las c.i dadas, (t) = g (t) + z,(t) tomando ¢; =1+ L y e =14 2
c) xg(t) = cre "t cos(t) + caetsen(t).

xp(t) = To cos(2t) + {5 sen(2t)

Para las c.i dadas, z(t) = xy(t) + z,(t) tomando c; =14+ 5 y co =1+ 15



d) xp(t) = c1cos(t) + casen(t).

z,(t) =3t> — 5t — 6

Para las c.i dadas, z(t) = zg(t) + x,(t) tomando ¢; =7y co =5
e) zp(t) = cre™t + cpe 3t

wp(t) = Se' gt =5

Para las c.i dadas, z(t) = xp(t) + z,(t) tomando ¢; = 2 y ¢; = =42
f) xp(t) = 1 cos(t) + cosen(t).

zp(t) =t +2t—1

Para las c.i dadas, z(t) = g (t) + x,(t) tomando ¢c1 =2y co = —2

Veamos en detalle el ejercicio 8b):
(b) Buscamos una solucién, con condiciones iniciales dadas, a la siguiente ecuacién:

2" + 22" + 2z = sen(2t)

Primero buscamos una solucion a la ecuacion homogénea. Para ello, buscamos las raices del
polinomio caracteristico A\? + 2\ + 2. Estas son —1 £ 4, por lo que la solucién a la homogénea es

2y (t) = cre " cos(t) + cae " sen(t)

Luego buscamos una solucién particular. En este caso probaremos con buscar alguna de la
forma x,(t) = acos(2t) + bsen(2t) con a,b constantes.

Como z,(t) = 2bcos(2t) — 2asen(2t) y z;(t) = —4acos(2t) — 4bsen(2t), z;, es solucién si se

cumple lo siguiente:

( — 4acos(2t) — 4b sen(2t)> +2 (2b cos(2t) — 2a sen(?t)) + 2<a cos(2t) + bsen(?t)) = sen(2t)

Dicha igualdad se cumple si y solo si a, b verifican

De aqui concluimos que tomando a = %1 yb= I—&, la funcién x, es solucién particular:

1
zp(t) = 5 cos(2t) — 0 sin(2t)
Por lo tanto, podemos escribir a la soluciéon general de la ecuacion:

z(t) =z (t) +p(t) = cre " cos(t) + cze " sen(t) + %1 cos(2t) — % sen(2¢t)

Las condiciones iniciales son 2(0) = 1, 2/(0) = 0. Buscamos las constantes ¢1 y ca que determinan
la solucién que verifica dichas condiciones iniciales.

{1 =z(0) =ec—%

0 =2/(0) =—c1+c2—3

Resolviendo el sistema, concluimos que los valores de las constantes son ¢; = 1+ é yea =14 %



Ejercicio 9

En este ejercicio denotamos por v a la funcion velocidad, dependiente del tiempo t.

a)
b)
c)
d)

v(t):ce%t—l—% con ¢ =V — 7L
1m0 0(t) = Voo = 2
El tiempo que se demora es Ty = 7*log(2)

La distancia recorrida es Az = x(Ty) — 2(0) = fon a'(s)ds = [ 7 v(s)ds = "2 (log(2) — 3)

Veamos en detalle este ejercicio:

(a)

(b)

(c)

(d)

La ecuacion diferencial en cuestién es
, k
v+ —v=g
m

Primero, buscamos la solucién general a la ecuacién homogénea (ver ejercicio 3):

Donde c es una constante arbitraria.
Luego, buscamos una solucién particular. En este caso, podemos corroborar facilmente que
admite una solucién constante cuyo valor se despeja de la ecuacién diferencial:

mg
vp(t) = %

.z . —k
Por lo tanto la solucién general se escribe como v(t) = ce™ '+ %2, Como v(0) = vy = ¢+ 52,
despejando escribimos a ¢ en funcién de vg y por lo tanto podemos escribir a una solucién
en funcién de su condicién inicial (en este caso velocidad inicial):

m —k m
o(t) = (-7 )er + 57

Llamamos T al tiempo que se demora en alcanzar la velocidad % Entonces:

lim o(t) = lim

mg —ky mg mg
(”UQ — 7)6 m 4 = =
t——+oo t——+oo k‘

mg\ -tp,  mg mg/k+ vy
T :( 77> Ty MY MYIR T Yo
o) = (v =57 )em T+ 5 2
uego, vo——-ejnkf:vo——'f:>ejnkf:7,poro anto
Luego, (1o — %2)e 7 m0)1 = T = 1 porlo t

—m m
Ty = Tlog(l/Q) % log(2)

Si escribimos como z(t) a la posicién del cuerpo, entonces su velocidad es z/(t) = v(¢).
Consideramos a 0 el tiempo inicial, y T el tiempo transcurrido hasta que se alcanza una
velocidad ”w;r Y0 Suponemos, como dice la letra, que vy = 0. Queremos hallar la distancia
recorrida: Az = z(Tf) — z(0)

Por el teorema fundamental del calculo, z(Ty) — x(0) = fOTf z'(s)ds = OTf v(s)ds. Entonces
M_/Tf —mg rg  mg\ o (Mg ok, mgs\ [ MO (Mgt g, )
~ o k k)T Uk k), k \k %
Como vimos en c), Ty = 7t log(2). Por lo tanto
A= T (LT g (a) - ) 0 (10g(2) - 1)
TR \E2 R BT T e U T



Ejercicio 10

a) Sea ¢ una solucién de la ecuacién diferencial no constante.

Por lo tanto tenemos que 0 = ¢'(t) = ap(t)(A — ¢(t)) pasa si y solamente si ¢(t) = 0 o
o(t) = A. Se sigue, usando la unicidad de las soluciones, que como ¢ no es una solucién
constante, no puede tomar los valores 0 ni A.

b) Sea ¢4/, la solucién de condiciones iniciales 2(0) = A/2.
. _J 0 s ax>0
Entonces  lim _¢4/5(t) = { A si a<0

¢) Por lo visto en la parte anterior, para que la poblacién presente crecimiento tenemos que
tener o < 0.

1 4
Tenemos entonces que t = %.

Ejercicio 11

En este ejercicio denotamos por u a la funcion “cantidad de agua”, dependiente del tiempo t.
1
a) ut) = spr—

uq

¢) Para que u(T') = uy < ug, se necesita A = % (i — uio)
1

Ejercicio 12

Recordar que a la ecuacion diferencial " +ax’ +bx = 0 con a,b constantes, le asociamos
el polinomio caracteristico N2 +al+b. En funcion de las raices de dicho polinomio escribimos
la solucion general a la ecuacion:

» « y B raices reales distintas: z(t) = ce® + cpePt
» « raiz doble: x(t) = c1e®t + cate®
» a =+ ib raices complejas conjugadas: x(t) = c1e® cos(bt) + coe® sin(bt)

Donde c1 y co son constantes arbitrarias.

a) 1) z(t) = c1e? + cae! solucién general.
21 corresponde a los valores ¢; = —1, co = 2
x9 corresponde a los valores ¢y =1y ¢cp = —1.
) z(t) = cre™2 + cote =2 solucién general.
x1 corresponde a los valores ¢ = 1, cog = 2

29 corresponde a los valores ¢y =0y co = 1.

1) () = c1e® cos(L) + cae? sin(L) solucién general.

x1 corresponde a los valores ¢ =1, co = 1
xo corresponde a los valores ¢; =0y ¢cg = 2.

b) Basta con corroborar que, para cualquiera de los casos, z(t) = ax1(t) + bxa(t) es solucién
del problema con z(0) = a, 2'(0) = b (es decir, hay que verificar que cumple la ecuacién
diferencial y que tiene dichas condiciones iniciales).



c¢) Esta conclusién es inmediata a partir de b): Toda solucién de la ecuacién diferencial es una
combinacién lineal de dos vectores linealmente independientes del espacio de soluciones (que
es un espacio vectorial).

Veamos en detalle el ejercicio 12a) correspondiente a la ecuacién I:
(a) La ecuacién a estudiar es
2 =32 +2x=0

Su polinomio caracteristico es A2 — 3\ 4 2, cuyas raices son 2 y 1. Por lo tanto, la solucién general
se escribe como
z(t) = c1e* 4 coet

Dadas las condiciones iniciales, buscamos los tnicos valores ¢; y c¢o para los cuales la solucién
verifica dichas condiciones.

Primero buscamos la solucién z1(t) que cumple z1(0) = 1 y 24(0) = 0. Observamos que
7' (t) = 2c1€?! + coet. Entonces:

.’171(0) =1 =c+c
25(0) =0 =2c¢1+c

De donde se concluye que ¢y = -1y ¢ =2

Ahora buscamos la solucién x2(t) que cumple x2(0) = 0 y 25(0) = 1. De forma andloga obte-
nemos el siguiente sistema:

1‘2(0) =0 =c+c
25(0) =1 =2c¢1+c

De donde se concluye ¢c; =1y cg = —1.

Entonces
x1(t) = —e? + 2¢!
xo(t) = 2t — el

Por dltimo, es claro que las funciones 7 son x2 son linealmente independientes (es decir, que
una no es multiplo de la otra). Una forma fcil de ver esto es encontrar un punto (en este caso,
por ejemplo, t = 0) en la cual una se anula y la otra no. Formalmente: si existiera o € R\ {0} tal
que x1 = axs (es decir, x1(t) = awo(t) para todo t), entonces 1 = x1(0) = ax2(0) = a0 = 0, que
es una contradiccion.

Otra forma de pensar esto: Las funciones e?* y et son claramente vectores l.i en el espacio
vectorial formado por las soluciones de la ecuacién diferencial, mas ain, son una base (ver teérico).
Por lo tanto, 1 y x2 no son mas que combinaciones lineales de elementos de esta base. En concreto,
las coordenadas de z1 en esta base ordenada son (—1,2), y las coordenadas de xo son (1, —1). Por
lo tanto, para ver que x1 y 2 son Li, alcanza con ver que {(—1,2),(1,—1)} es un conjunto Li.



