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Resumen

El control de seguimiento aplicado a un péndulo es un problema dificil de
resolver. Mediante un cambio de variable se puede transformar la dindmica
conocida a una descripciéon denominada "prealimentada’. Por medio de la
teoria de los sistemas no auténomos, se puede llevar el problema de segui-
miento al problema de estabilizar el origen de un sistema no auténomo.
Disenando una entrada de control que estabilice el sistema y deshaciendo
todos los cambios de variable que fueron necesarios, se resuelve finalmente
el problema.

Palabras Claves

Sistemas no lineales variantes en el tiempo, Lyapunov, Seguimiento, Péndu-
lo invertido, Estabilidad global, uniforme y asintética.
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Formulacion del problema

Consideramos el sistema:

{:b = h(z,y,u) 1)

Supongamos que existe una senal u,(t) acotada en un dominio [0,00) y
condiciones iniciales (z,(0),y,(0)) tal que la solucién (z,(t),y,(t)) de (1)
estd bien definida y esta acotada en el dominio [0, 00). Supongamos ademés
que y,(t) es solucién global y asintéticamente estable del sistema:

y = f(y, ur(t)) (2)

El problema consiste en hallar una senal de control que varia en el tiem-
po u(t,z,y) capaz de hacer que el punto (x,,y,) del sistema (1) sea un
equilibrio global y asintéticamente estable.

La solucién que se presenta fue resuelta por Mazenc y Praly [1], y consiste
en llevar al sistema (1) a una forma particular, que ellos denominan ’siste-
ma con prealimentacion’ (feedforward system del inglés). Luego, se puede
probar que existe una senal de control u,(t) que estabilizaba al sistema (1)
no sélo global y asintéticamente, sino también, uniformemente.

Dicha forma del sistema es la siguiente:

{X = MX + H\(Y) + Hy(Y,u)u 3

Y = Fy(Y) + Fy(Y, u)u

Dénde X € R", Y € R™, u € RY y todas las funciones son de clase C?
que satisfacen F'(0) = H(0) = 0.

Consideremos ahora el péndulo invertido de la Figura 1. El péndulo se
coloca sobre un carrito que sélo se puede mover en la direccién horizontal.
El carrito estd siendo controlado por un motor que hace una fuerza F
horizontal sobre el carro. Esta fuerza es la unica entrada de control del
sistema.

Manipulando F', nos gustaria controlar la posicién angular del péndulo.
Mediante la realimentacion podemos estabilizar el péndulo en su posicién
vertical, o incluso hacer que se mueva como deseemos, siguiendo por ejem-
plo una cierta senal de referencia 6,(t) dada.
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La figura 1 muestra las distintas fuerzas que actiian sobre el péndulo, el
peso P = mg actuando sobre el centro de gravedad del péndulo, una
reaccion horizontal H y una reaccion vertical V', ambas actuando sobre el
pivot.

{
[

/

// Pendulum

Cart /o /" ., F

J T

Figura 1: Sistema péndulo carrito.

Utilizando las leyes de la mecénica (primera y segunda cardinal sobre el
péndulo y primera cardinal sobre el carro) se pueden deducir las ecuaciones
de estado del sistema:

.. .9
(M +m)x + mLOcos(0) — mLO sen(d) = F

) . (4)
zcos(0) + LO — gsen(0) = 0

Despejando, también se puede escribir:

9 [ (m + M)mgLsen(@) — mLcos(0)(F + mL92sen(9))}

.. 2 (5)
T =X [F+ mL# sen(ﬁ) — gcos(f)sen(9)]

Con A(0) = mL*(M + msen®(0)) > 0.

Dénde m es la masa del péndulo, M es la masa del carro, L es la distancia
que hay entre el pivot y el centro de gravedad del péndulo, z es la posicion
del pivot desde un referencial fijo, 8 es la posicion angular del péndulo
medido en sentido horario y g es la aceleracion de la gravedad. Desprecia-
remos cualquier friccién que pueda haber y la inercia del péndulo desde el
pivot.

Nuestro objetivo es encontrar la ley de control F' que haga que el estado
0(t) del sistema siga lo mejor posible a una senal de referencia 6,.(t).
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Introduccion

El control de un péndulo invertido es un problema clasico de la Teoria
de Control y ha estado en laboratorios de todas partes del mundo por
mas de media década, es bastante utilizado para poner a prueba cierto
tipo de controladores y tiene innumerables aplicaciones. Consiste en un
péndulo invertido unido a un carrito que es capaz de moverse en una
direccion privilegiada. Lo mas importante que tiene este tipo de sistema
es su dinamica no lineal, por lo que para estudiarlo sera necesario recurrir
a la teoria de los sistemas no lineales, los cuales son modelados bajo un
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales.

En el practico 4 se vio un posible método de control que consistia en
realizar la linealizacion Jacobiana en un entorno del punto de equilibrio no
estable, para posteriormente poder utilizar la teoria de los sistemas lineales
mediante el Teorema de Harman. Se probd que dicho método es valido solo
en un entorno del equilibrio, logrando asi la estabilidad local y asintética
del mismo. Si se quisiera lograr la estabilidad global se deberia recurrir a
la dindmica no lineal del sistema, lo cual podria no tener solucién.

Ahora, nos enfocaremos en el control de seguimiento del sistema péndulo-
carrito, que es un problema de gran interés y uno de los mas dificiles de
resolver. Bajo un cambio de variables y el uso de realimentacién, probare-
mos que las ecuaciones que rigen al sistema quedan de una forma bastante
particular. Este propiedad es utilizada para disenar una realimentacion de
estados que resolvera el problema. El Teorema que lleva a cabo el control
de seguimiento global y uniforme (GUS), el Teorema que lleva a cabo el
control de seguimiento global y asintéticamente (GAS) y el Teorema que
lleva a cabo la estabilizacién global, uniforme y asintética (GUAS) del
sistema fueron probados por los autores [4].

Una vez demostrados los resultados teéricos, estaremos listos para aplicar
esta técnica de control aplicado al péndulo invertido [1] y mostrar las
simulaciones realizadas.



Capitulo 1

Sistemas no autonomos

Ahora nos enfocaremos en la teoria de los sistemas no auténomos, es de-
cir, aquellos sistemas cuya dinamica varia con el tiempo. La razon por la
cual se acudira a este tipo de sistemas se debe a que los problemas de
seguimiento se pueden llevar, mediante un cambio de variables, a un pro-
blema equivalente que consiste en estabilizar el origen de un sistema no
auténomo.

1.1. Funciones de comparacion.

Para analizar este tipo de sistemas se requieren de herramientas mas so-
fisticadas. Tenemos por ejemplo las funciones de comparaciéon, que son
especialmente utiles para analizar la estabilidad.

Con los resultados que se presentaran a continuacion, alcanzara para pro-
bar dos resultados de gran interés: la estabilidad uniforme y la estabilidad
uniforme y asintética.

Definicién 1.1: Una funcién continua « : [0,a) — [0,00) es de clase K si
es estrictamente positiva y cumple a(0) = 0.

Definicién 1.2: Una funcién continua « : [0, 00) — [0, 00) es de clase K
si a(r) — oo cuando r — 0.

Ejemplo 1.1: La funcién a(r) = 1 —e™" es estrictamente creciente y vale
a(0) = 0, por lo que pertenece a la clase . Sin embargo no pertenece
Ko, puesto que a(oo) = 1.

Ejemplo 1.2: La funcién a(r) = r? es estrictamente creciente en R, se
cumple que «(0) = 0 y que a(00) = co. Entonces pertenece a la clase Ko.



Definicién 1.3: Una funcién continua 5 : [0,a) x [0,00) — [0,00) es de
clase KL si, para cada s = s* fijo, el mapeo §(r, s*) pertenece a la clase K
con respecto a r; y para cada r = r* fijo, el mapeo [(r*, s) es decreciente
respecto de sy (r*,s) — 0 cuando s — 0.

2

Ejemplo 1.3: La funcién §(r, s) = r“e~* pertenece a la clase ICL.

Lema 1: Sean oy, o funciones de clase K en [0,a), as y a4 funciones de
clase K, v § una funcién de clase KL. Entonces:

a; ! estd definida en [0,y (a)) y es de clase K.

az ! estd definida en [0,00) y es de clase K.

= (] 0 (g es de clase K.

= a3 0 ay es de clase K.

w o(r,8) = a1 (B(as(r),s)) es de clase KL.
Demostracién Ver libro de Khalil [2].

Lema 2: Sea V : D — R una funcién continua definida positiva en un
dominio D C R" que contiene al origen. Sea B, C D para algin r > 0.
Entonces, existen funciones a1, as de clase K definidas en [0, r|, tales que:

ai(|z]) < V(z) < as(]z|) Vo € B, (1.1)

Si D = R", las funciones o y a3 estardn definidas en R y las inecuaciones
valdran para todo = € R. Mas ain, si V(z) es radialmente no acotada,
entonces a; y as puede ser elegidas para que sean de clase K.

Demostracién Ver libro de Khalil [2].

Lema 3: Consideramos la siguiente ecuacién diferencial auténoma:
y=—a(y), y(to) =wo (1.2)

dénde « es una funcién de clase K definida en [0, a).

Entonces, existe una tnica solucién definida:

y(t) = o(yo,t —to), t >to, 0 <yo<a (1.3)

dénde o es una funciéon KL definida en [0,a) x [0, 00).

Demostracién Ver libro de Khalil [2].



1.2. Estabilidad de los sistemas no auténomos

Consideramos el siguiente sistema:

r = f(t,x) (1.4)

con f:[0,00) x D — R" una funcién continua a trozos en t y localmente
Lipschitz en z € D, y D C R"™ un dominio que contiene al origen.

La diferencia mas notable de este tipo de sistemas respecto a los siste-
mas auténomos es que la solucién al problema (1.4) depende de (tg,t), a
diferencia de antes que dependia sélo de la distancia t — .

Definicién 1.4: El origen del sistema (1.4) es un equilibrio si:
f(t,0)=0, Vt>0 (1.5)

Nota: Siempre se puede trasladar cualquier punto de equilibrio de un
sistema a su origen mediante un cambio de variables.

Definicién 1.5: El equilibrio de un sistema es:

= Estable: si Ve > 0,36(e, tg) > 0 tal que:
lx(to)] <0 = |z(t)| <€, VE>11>0 (1.6)

» Uniformemente estable: si Ve > 0,36(e) > 0 tal que se cumple (1.6).

» Asintéticamente estable: si es estable y existe una constante positiva
c = c(ty) tal que z(t) — 0 cuando t — oo, YV |x(to)] < c.

» Uniforme y asintéticamente estable: si es uniformemente estable y
existe una constante positiva ¢, tal que para todo |x(t)| < ¢, z(t) = 0
cuando t — 0o, uniformemente en t.

Uniformemente en t; implica que para todo n > 0, existe un T =
T(n) > 0 tal que:

[z(t)| <n, V=t +T(n), ¥ |2(to)] <c (1.7)

» Global, uniforme y asintéticamente estable: si es uniformemente esta-
ble, §(€) se puede elegir tal que th d(€) = 0o, y ademas, para cualquier
—00

par (n,c), existe T'= T'(n, c) > 0 tal que:
lz(t)] <n, Yt>to+T(n,c), Vl|z(ty)| < c (1.8)

» [nestable: si no es estable.



Lema 4: El origen del sistema (1.4) es:

» Uniformemente estable: si existe una funciéon a € K y una constante
positiva ¢, tal que:

lz(t)] < a(|x(ty)]), Yt >ty >0, V|z(ty)] < ¢ (1.9)
= Uniforme y asintoticamente estable: si existe una funcién g € KL y
una constante positiva ¢, tal que:
lz(t)| < B(|z(to)], t —to), Vit >to, V|x(ty)] < c (1.10)
= Global, uniforme y asintéticamente estable: si es estable y la ecuacion
(1.10) se cumple V(ty) € D.
Demostracién Ver libro de Khalil [2].

Definicién 1.6: El origen de (1.4) es exponencialmente estable si existen
constantes positivas ¢, k y A tal que:

lz(t)] < k|x(to)|e_’\(t_t0), V|x(ty)] < ¢ (1.11)

y global exponencialmente estable si la ecuacién (1.11) se cumple para
toda condicién inicial z(ty) € D.

Teorema 1.1: Sea el origen un punto de equlibrio de (1.4) y D C R"
un dominio que contiene al origen. Sea V' : [0,00) x D — R una funcién
continuamente diferenciable que cumple:

Wi(x) < V(t,x) < Wy(z), Vt>0,Ve e D (1.12)
av. oV
— 4 — < > .
o+ S f(ta) 0,VE 20, Yo e D (1.13)

Dénde ademas, Wi(x) y Wa(x) son funciones continuas definidas positivas
en el dominio D.

Entonces el origen es uniformemente estable.

Demostracion:
Seanr>0,c>0/ B, CDyc< ]|\4m{W1(x)}
Entonces:
S1 ={z € B,/Wi(z) < ¢} Cint(B,) (1.14)

Sea el conjunto €. = {z € B,/V(t,x) < ¢} y sea el conjunto Sy definido:
So ={x € B,/Wy(z) < ¢} (1.15)
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Entonces:
Se C . CS CB CD, Vt>0 (1.16)
Nota: Dado que Wi(z) < V(t,x2) < Wy(x):
n SiWh(z) <ec=V(t,x) <c= Sy C Qe
n SiV(t,x) <c=Wi(z) <c= Q. C 5

Ahora la superficie variante en el tiempo V (t,x) = ¢ esta acotada por dos
superficies invariantes con el tiempo: Wi(z) = ¢y Wa(x) = ¢. Ver Figura
1.1 para convencerse de este hecho.

Figura 1.1: Situacién de la demostracion.

Luego, como V(t, r) < 0en Dy para todo t > 0, entonces la solucién con
condicion inicial (zg,t0) ¥ o € 4, se quedard en €, Vi > ty. Ademsds,
se cumple que:

V(t,l’(t)) S V(to,fL‘o), vVt Z t() (117)

Como Wi(x) y Wa(x) son funciones continuas y definidas positivas en B,,
por Lema 2 deben existir funciones aq, as de clase k[0, r] tales que:

ai(|z]) < Wi(z) < V(t ) < Wa(r) < as(]|) (1.18)

Como a1, as son funciones crecientes, se vale la siguiente desigualdad:

[2()] < oy (V(t,2)) < oy (V(to, 20)) < a7 o as(|z(to)]) Yt =0 (1.19)

Luego, por Lema 1 se cumple que 041_1 o g = ay es de clase K]0, r].

Finalmente, como |z(t)| < ay(z(tg)), por Lema 4 se deduce que el origen
del sistema es uniformemente estable.
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Nota: Si ademas D = R", Wi(x) es radialmente no acotada y las condi-
ciones sobre x(ty) se cumplen globalmente, entonces el origen es global y
uniformemente estable.

Teorema 1.2 Sea el origen un punto de equlibrio de (1.4) y D C R"
un dominio que contiene al origen. Sea V' : [0,00) x D — R una funcién
continuamente diferenciable que cumple:

Wi(x) < V(t,x) < Wy(x),Vt>0,Vx €D (1.20)
ov. oV

- - < — > .
Y + axf(t,;r:)_ Ws(x), Vt>0,VzeD (1.21)

Dénde ademés, Wi (x), Wo(z) y Ws(x) son funciones continuas y definidas
positivas en el dominio D.

Entonces el origen es uniforme y asintéticamente estable.
Demostracion:

En particular sabemos que:

ov. oV
—+ — < > D 1.22
at+6xf(t,x)_O,Vt_0,V3:€ (1.22)

Usando el Teorema 1.1, sabemos que el equilibrio se trata de un uniforme-
mente estable. Ademds, como Wi (x), Wa(x) y W3(z) son funciones conti-
nuas definidas positivas, por Lema 2 y Teorema 1.1 deben existir funciones
a1, g, 3 que cumplan lo siguiente:

ar(|z]) < Wi(z) S V(L) < Wa(z) < ao(lz]) (1.23)
—Ws(z) < —as(|z]) (1.24)

Como «aq y a3 son funciones crecientes, se cumple lo siguiente:

V(z,t) < as(lz]) & a3 (V(t, 7)) < |2 & azoay (V(2,1)) < as(|])
(1.25)

Por Lema 1 sabemos que a3 o ay ' = a5 es de clase K[0,7].

Consideramos el sistema auxiliar:

y(to) = V(to,l’o) S 0 .

Por Lema de comparacién y Lema 3, existe una funcion o de clase KL
definida en [0, 7] x [0, 00) tal que:

V(t,2(t) < y(t) < o(Vit, z(te)),t —to), YV €[0,d, ¥t >ty (1.27)
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Usando (1.24) y lo mostrado recientemente:

2] < oy (V(t (1) <y 0 a(V(to, z(t)), t — to)

< 041_1 oa(as(|x(ty)]), t — to) = B(|x(to)], t — to) (1.28)

Por Lema 1, sabemos que §(r,s) = a;' o o(aa(r), s) es de clase KL.

Como |z(t)] < B(|z(to)|,t — to) con § € KL, por Lema 4 el origen es
asintotica y uniformemente estable.

Nota: Si ademas D = R", Wi(z) es radialmente no acotada y las con-
diciones sobre x(ty) se cumplen globalmente, entonces el origen es global,
asintotica y uniformemente estable.

Ejemplo 1.4: Consideramos el sistema escalar:

=—(1+g(t)2’ (1.29)

donde ¢(t) es una funcién diferenciable y positiva para todo ¢ > 0.

Consideramos la siguiente funcion diferenciable e invariante con el tiempo,
candidata a funcién Lyapunov:

Viz)="2 (1.30)

Derivando respecto a las trayectorias del sistema, tenemos:

Viz)=—(1+gt)s! < —a2'=-W(x), Ve e R, t >0 (1.31)
Se cumple que:
2 g2
Wi(x) = vy < 5 < 2? = Wy(x) (1.32)
y ademas: _
V(z) = —at = —Ws(z) (1.33)

Dénde Wi(x), Wa(z) y Ws(x) son funciones definidas positivas y radial-
mente no acotadas.

Entonces, aplicando el Teorema 1.2 deducimos que el origen debe ser un
equilibrio global, uniforme y asintoticamente estable.



Capitulo 2

Control de seguimiento de un
sistema prealimentado

Presentaremos una técnica de control que se puede encontrar en las Tesis
de Mazenc [3] y en el articulo publicado con su examinador, Praly [4]. Se
utilizaran los resultados vistos en el Capitulo 1, con el fin de demostrar
tedricamente dicha técnica. En el Teorema 2.1 probaremos la ley de control
necesaria para alcanzar la estabilidad global y uniforme, lo cual no sera
suficiente para nuestro objetivo. Procederemos a enunciar el Teorema 2.2,
que infiere matematicamente en los resultados del Teorema 2.1 para asegu-
rar la estabilidad global y asintética, a costa de perder la uniformidad que
habiamos logrado. El resultado mas general es el de la estabilidad global,
uniforme y asintética, la cual no serd presentada y se puede encontrar en
la bibliografia [3]. El Teorema 2.3 nos muestra la estabilidad GUAS en
una caso bastante particular y de gran ayuda, en el que las funciones de
referencia sean periddicas. Para probarlo sera necesario utilizar un resul-
tado mostrado por Yoshizawa [6], que relaciona la estabilidad GUAS con
la estabilidad GAS a través de los sistemas peridédicos.

Una vez presentado este resultado, estaremos listos para disenar el control
de seguimiento aplicado al péndulo invertido, que se mostrara a continua-
cion en el Capitulo 3.

Con respecto a la demostracion de los Teoremas, no se pretende una ex-
posicion muy profunda del tema, sino mas bien, mostrar una idea de como
el autor pudo llevar a cabo la prueba de dichos resultados. Algunos de los
Lemas se pueden encontrar probados en los apéndices.



2.1.

Definiciones

Se reservara la constante ¢ como una constante genérica.

Sea V' : [0,00) x X — [0,00]. Decimos que V es radialmente no

acotada si el conjunto {:r: € X: SupV(t,z) < L} es un compacto
t
para cada constante positiva L.

Decimos que V es definida positiva si se cumple que:

V(t,z)=0&2=0

Una funcién o : R — R se dice de saturacién si es continua, acotada,
diferenciable en el origen y cumple:

o(s)s >0Vs#0, ¢/(0) >0, olg+ ¢ L'(R"), o|r- ¢ L'(R")

Decimos que ¢ es una funcién de saturacién lineal si ademés de ser
de saturacion, existe L > 0 tal que:

o(s)=s, V|s| <L
Sea () matriz simétrica definida positiva, definimos:

lz| = Vate, |z|g = ValQx

Recordamos que una funcién « : [0,00) — [0,00) es de clase K si vale
cero en cero y es estrictamente creciente.

Recordamos que una funcién « : [0,00) — [0, 00) es de clase Ko, si es
de clase K y ademds no esta acotada.
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2.2. Analisis del control de seguimiento

Consideramos un sistema descrito de la siguiente forma:

{X = MX + H\(Y)+ Hy(Y,u)u (2.1)

Y = Fy(Y) + Fy(Y, u)u

X
Y
todas las funciones son de clase C? que satisfacen F'(0) = H(0) = 0.

Dénde X e R", Y € R™, u € RY, [ ] € R"™™ es el vector de estados y

Notar como la apariciéon de la entrada u en la primera ecuacién no nos
permite aplicar back-stepping a este tipo de problemas, y como si fuera
poco, utilizar el método por linealizacion exacta traeria aparejado incove-
nientes respecto a la estabilidad global. Por lo que deberemos proceder de
otra forma si se quiere hallar la solucion, teniendo que enunciar una nueva
técnica de control que resuelva el problema.

Observar también como la dindmica de X no influye en la de Y, por lo
que se puede estabilizar la parte Y del sistema de manera independiente
a X. Esta tltima propiedad seréd de mucha utilidad mas adelante cuando
se quiera aplicar este tipo de control a un problema real.

2.2.1. Estabilidad global y uniforme

Hipétesis 1: Existen funciones (X,.(t),Y;(t),u.(t)) acotadas para todo
t € 10,00), de clase C? y verificando lo siguiente:
{Xru) = MX, () + Hr(Y() + Ha(Y, (0), ur (1) s (1)

| (2.2)
Yo (t) = Fo(Y(t)) + Fo(Yo(t), ur(t))ur(t)

Con esta hipotesis nos aseguramos que el problema de seguimiento tenga
solucion, algo que en general es bastante dificil de probar.

Definamos las siguientes senales de error:

X=X-X,(t), Y=Y -Y,(t) (2.3)

Para facilitar la anotacién, a partir de ahora vamos a explicitar la de-
pendencia en el tiempo cuando se trate de alguna de las funciones de
referencia, con subindice r. El objetivo a partir de ahora es hacer que las
senales de error tiendan a cero rapidamente, por lo que nos valdremos
inevitablemente de la teoria de los sistemas no auténomos.
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Hipétesis 2: El punto Y = 0 es un equilibrio GUAS del siguiente sistema:

Y = R(Y + Y,(1) = Fo(Yo(t) + Fa(Y + (1), up(t) yun(t)

(2.4)
—Fy (Y (t), ur(t))ur(t)

Ademéds, existe una matriz simétrica definida () y constantes ¢ > 0,a > 0
tales que:

M'Q+QM=—-R<0 (2.5)
EMED| (1D 4(t, )| < ce =) Vs e [0,8], t>0 (2.6)

donde
AW) = R + %i0) + B + V0], 27)

y ®4(t,ty) es la matriz de transicion de estados de la matriz A:

a%(t, to) = Dalt,to)A(L), Dalto,to) =1 (2.8)

Con ayuda de la hipdtesis (2), el problema de control de seguimiento se
reduce a estabilizar la primera ecuacién del sistema (2.1).

Consideremos ahora una funcién P(t) definida:

P(t) = /tOO MO () 4(s, t)ds (2.9)

) ; 5

C(t) = < [T +Y(0) + HalY + (0 w0 (0] [y, (210

Y=0

Observacién: El hecho de que Fy, F, u,.(t) y Y,(t) sean de clase C? implica
que A(t) sea de clase C*. Por otro lado, el hecho de que Hy, Ha, u,(t) y Y, (t)
sean de clase C? implica que C(t) sea de clase C!. Por lo tanto, la funcién
eM=5)C(s)D 4(s,t) es de clase C'. Como ademés Y,(t) estd acotada en
[0, 00) entonces C(t) debe estar acotada.

Con todo esto en mente, se puede probar que P(t) estd acotada, es de clase
C! y cumple la siguiente relacién:

P(t) = MP(t) — P(H)A(t) — C(t) (2.11)

Esto tltimo implica que P(t) también serd de clase C2.
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Pudiéndose probar ésta ltima ecuacién (2.11) utilizando la Ley de Leibniz.

Teorema 2.1: Si el sistema (2.1) cumple las hipétesis (1) y (2), entonces
para todo @ > 0 existe una ley de control u(X,Y,t) verificando:

TX, Y, 1) — up(t)] < d (2.12)

y el sistema en lazo cerrado admite (X,,Y,) como solucién global y uni-
formemente estable.

Antes de demostrar el Teorema mostramos el siguiente punteo de como se
procedera:

Punteo de la prueba del Teorema 2.1:
Paso 1:
= Se lleva el problema original a un problema no auténomo.
Paso 2:

= Se halla un cambio de variables que lleve el nuevo sistema hallado a
una forma preestablecida, que resultard mas comoda para continuar
con la prueba.

Paso 3:

= Se busca una familia de funciones candidatas a Lyapunov que cumplan
ser definidas positivas y radialmente no acotadas.

= Se impone que la derivada temporal de dicha familia de funciones
sobre las trayectorias del sistema prealimentado cumplan las hipotesis
del Teorema de Lyapunov no auténomo.

= Finalmente, la entrada w del sistema que cumpla con esto tultimo
sera la ley de control que se utilizara para resolver el problema de
seguimiento de manera global y uniforme.

Demostracion:
Paso 1: Ecuacion de error.

Transformamos el problema de seguimiento al problema de estabilizar el
origen de un sistema no auténomo.

Utilizando el siguiente cambio de variables:
X=X-X,(t), Y=Y -Y,(t), v=u—ult) (2.13)
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Podemos reescribir al sistema (2.1) de la siguiente forma:

X=X - X,(t) = MX + H\(Y) + Hy(Y, u)u — MX,(t)
—Hy(Y,(t)) — Ha (Yo (£), ur(t))ur(t)
= MX + [Hi(Y + Y, (1)) = Hi(Y,(1))]
FIHLY 40,0+ ) () +0) = OG0 0O 0]
Y =Y =Y, (t) = Fy(Y) + Fao(Y, u)u — Fy(Y,(t))
— (Yo (), ur(£) Jur (t)
= [Fo(Y + Y, (t)) — Fo(Yx(t))]
HE(Y + Yo (t), un(t) 4 0) (ur () + v) = Fo(Yo (), wr(8))ur (t)]
Paso 2: Cambio de coordenadas.
Consideremos el cambio de variable:
t=X+PQR)Y, y=Y (2.15)
donde P(t) estd definida como en (2.9).
Por lo que la nueva dinamica queda:
i=X+PH)Y +PR)Y, =Y (2.16)

Usando (2.11) , no es dificil ver que el cambio de variable (2.15) convierte
la descripcién del sistema (2.14) en la siguiente:

= Mzx+ hi(y,t) + ha(y, v, t)v

y: fo(y,t)+f2(y,v,t)v <217>

Doénde hq, ho, fo v fo son de clase C}, acotadas respecto a t y definidas de
la siguiente manera:

hi(y,t) = Hi(y + Y.(t)) — Hi(Y,(2))
+[Ha(y + Y, (1), ur(t)) — Ha(Y, (1), ur(t))]ur(t) (2.18)
P@)[foly,t) — A(t)y] — C(t)y

ha(y, v, )v = [Ha(y + Y, (1), up(t) + v) = Hy(y + Yo (1), ur (1)) Jur (1)

HHy(y+ Y0 w(®) + )+ PO faly. v, 0 1)
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fo(y. t) = [Fo(y, Y, (1)) — Fo(Y,(1))]

HBy + Vo), (1)) — Ba(Yi (), ()] (8 (2:20)

foy, v, t)o = [Fa(y + Yo (1), up(t) +0) = Fo(y + Yo (t), ur (1)) ]ur ()

By Yo () £ o)y 22D

Lema 5: Si se cumplen las hipétesis (1) y (2), entonces existe una funcién
continua y positiva v tal que:

21 (y, )] < A (ly])]yl? (2.22)

Demostracion Ver apéndices.

Lema 6: Si el sistema (2.1) cumple las hipdtesis (1) y (2), entonces existe
una funcién de Lyapunov V (y, t) estrictamente positiva de clase C!, niime-
ros p; reales positivos, una funcién Wy, t) y funciones oy, ao, a3 y oy de
clase K™ tales que:

Para todo |y| < pr:

polyl> < V(y,t) < pslyl’ (2.23)
v
‘a—y@,w\ < pilyl (2.24)
pslyl® < as(lyl) < W(y, 1) (2.25)
Para todo y y v = 0:
ar(ly]) < Vi(y,t) < aa(lyl) (2.26)
V(y,)an = —W(y,t) < —as(ly|) < 0,y #£ 0 (2.27)
9
a_‘y”@,t)‘ < ou(ly) (2.28)

Demostracién: Se puede encontrar en la bibliografia [3].
Paso 3: Eleccién de la funciéon de Lyapunov.

Consideramos las funciones candidatas a Lyapunov:

|zl
U(z,y,t) =k(V(y,t)) +/O o(s)ds (2.29)
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donde k es una funcion de clase K diferenciable con derivada estricta-
mente mas grande que uno, o es una funcién de saturacién y () es una
matriz que cumple con la hipétesis (2).

Una funcién U definida de esta manera es diferenciablemente continua,
definida positiva, radialmente no acotada y esta acotada inferiormente por
una funcién cuadratica positiva en un entorno del origen.

Su derivada respecto (2.17) es:

~ <8V ov .

G t)asn = KV 0) (G + 50) + ollelo)V (el s (230

Podemos reescribir de la siguiente forma:

U, 1) cmy = — K (V (o )W ) + K (V (1 0) 2 ol v, 0
t Y (2.31)

+o<\xwg>%w T ha(y,£) + ha(y, v, o]

Dénde —W (y,t) = (Wa(f’t) + Wa(Z’t) fo(y,t)

Lo ideal a partir de ahora seria probar que U es menor o igual a una funciéon
definida negativa invariante con el tiempo, para aplicar el Teorema 1.3 y
asegurar finalmente la estabilidad GUAS del sistema.

Lema 7: Sea V una funcién continua definida positiva propia y sea W una
funcién continua definida positiva. Sea v una funcién continua no negativa

ili[(l) Sup{;VL(yyl;} < o0 (2.32)

Entonces existe una funcién k continua y definida positiva en [0, 00) que
satisface lo siguiente:

que satisface:

k(V(y)W(y) = ~v(lyl) (2.33)

Demostracion: Ver apéndices.

Usando Lema 7 y las ecuaciones (2.23-2.25), se puede probar la existencia
de una funcion k diferenciable que cumple lo siguiente:

1, ly|?
Wyl > (“%3 |o<s>|) () (2.34)
F(s)>1 Vs >0 (2.35)
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Se puede probar que dicha eleccién de k, la ecuacion (2.22) y la hipdtesis
(2) nos lleva al siguiente resultado:

1 1 2T Rx
U t < ——K'(V(y, t))W(y,t) — =
(‘raya )|(2,17) =9 ( (ya )) (y7 ) 20(‘%‘@) |5U|Q (236)

+a(x,y,v,t)v

donde:
T

a(:c, Y0, t) - k,(V(y, t))aa_‘y/(ya t)f?(:% v, t) + U<|$|Q)%h2(y, v, t) (237)

Sélo nos queda probar que para alguna entrada v se cumple que a(x, y, v, t)v

es menor o igual a una cantidad no positiva.

Lema 8: Sea @ un numero real estrictamente positivo y sea a(x,y,v,1t)
una funcién que satisface:

|(Z(£U, Y, v, t) - CL(:E, Yy, 0, t)‘
0]

|a(z,y,0,t)| + < Qlyl), vo:lv| <a (2.38)

para alguna funcién continua y positiva ).
Sea ¢ una funcién positiva decreciente de clase C! tal que:
1sts=0
d(s) =< >0Vse0,1) (2.39)
0sts>1

Entonces, existe un 0 > 0 tal que:

0
a(x,y,vs,t)vs < —§¢(|y‘)|a($,y,0,t)‘2 (240)
donde:
vy = —0o(|yDalz,y,0,t)" (2.41)
lvs| < @(0) (2.42)

Demostracion: Ver apéndices.

Dado que f> y ho son funciones de clase C! y |a(‘x|Q)T;—|§| es una funcién
acotada, se puede deducir que la funcién a(x,y,t,v) cumple la siguiente
condicion:

ja(z,y,v,1) — a(z,y,0,t)|

la(z,y,0,t)] +
]

<Qyl), vivl<a - (2.43)
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Para alguna funcién €2 continua y positiva.

Como se cumple la ecuacion (2.43), por Lema 8 debe existir una funcién

¢ € C' estrictamente positiva tal que:
0 2
—5@(:6, Y, Us, t)Qb(‘yDCL(SC, Y, 07 t)T < _§¢(|y‘) ‘CL(I, Y, 07 t)’

Definiendo convenientemente A\(y) = do(y).

Consideremos entonces:
US($7 Y, t) = _)\(lyDa’(xa Y, 07 t)t

Elijamos v = v, para finalmente obtener lo que buscabamos:

1 1 v’ Ra
U(':U7 Y, t)|(2,17) < ——k/(V(y, t))W(y7 t) - _0-(‘33‘62)
2 2 |z]q

1 2

La segunda condiciéon buscada nos la da también el Lema 8:

o] = |Ju—u,.(t)] <@

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Probamos que U es no positivo para todo (z,y). Segun e1~T§orema 1.1
deducimos la estabilidad global y uniforme del equilibrio (X,Y) = (0,0)
del sistema (2.14) . Finalmente, la dupla (X, (t),Y,(f)) es solucién global

y uniformemente estable del sistema original (2.1).

Sin embargo, U no es menor o igual a una funcién definida negativa inva-
riante con el tiempo, para todo tiempo positivo, por lo tanto no podemos

deducir la estabilidad asintdtica a través de este resultado.
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2.2.2. Estabilidad global y asintotica

Hipdtesis 3: Existen funciones continuas y acotadas Ky(t) y K,(t) tales
que el sistema:

X = (M+ K,8)D(t)'Q + K, (tH)RY*) X (2.48)

es exponencialmente estable en el origen.

donde:
D) = T2 (¥,0), (1), 1) + Ho (Y:(0), (1)

()| B2 (Yr0), (1), 1) + Fo(Y5(0), (1)

(2.49)

Teorema 2.2: Si el sistema (2.1) cumple las hipétesis (1),(2) y (3), en-
tonces para todo @ > 0 existe una ley de control u(X,Y,t) verificando:

u(X,Y,t) —u.(t)] <@ (2.50)
y el sistema en lazo cerrado admite (X, Y,.) como solucién global y asint6ti-
camente estable.
Punteo de la prueba del Teorema 2.2:
Paso 1:

» Usar Teorema 2.1 para probar que z(t),y(t) y v(t) son acotadas. Pro-
bar tres desigualdades que serviran a continuacion.

Paso 2:

= Probar que y(t) converge asintéticamente a cero cuando t — oo.
Paso 3:

= Probar que z(t) converge asintéticamente a cero cuando t — oo.
Paso 4:

= Mediante el cambio de variable que lleva las variables X,Y a las
variables z, y, probar que los estados X y Y también deben converger
asintoticamente a cero.

= Finalmente X — X, y Y — Y, deben converger asintéticamente a cero,
probando que los estados X y Y del sistema siguen a los estados de
referencia X, y Y, asintéticamente.
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Demostracion:
Paso 1: Preparativos.

Por Teorema 2.1 sabemos que si se cumplen las Hipdtesis (1) y (2), entonces
para todo u > 0 existe una ley de control u tal que:

o] = |u—u(t)| < @ (2.51)
y la funcién de Lyapunov:
lzlq
Uleut) = k(V(.0) + [ (o) (2.52)
0
cumple lo siguiente:
- 1 1 v’ Rz
U(x7 Y, t)|(2,17) < ——k/(V(y, t))W(y7 t) - —O'(‘.I‘Q)
2 2 |$|Q
) (2.53)
Lz, y,t)|
2 AlyD

Dénde todas las funciones cumplen las mismas condiciones vistas anterior-
mente, en el Teorema 2.1.

Integrando a ambos lados de la desigualdad entre 0 y ¢:

Ua(t) (6),1) = Ua(0),9(0),0) < =3 | FV(p(s) )W (ul). )

L e B Ba(s) L fo(a(s), y(s). O
5 [ otistoig ™ e wls) Rels) / TR
(2.54)

Como z(t) y y(t) estan acotadas, podemos tomar el limite en el que ¢
tienda a infinito y asegurar lo siguiente:

Con esto ultimo se probaran tres inecuaciones que seran de utilidad en
los dos pasos posteriores. Ademas, sera de utilidad saber que y(t) , x(t) y
v(t) estan acotadas, ya que segin el Teorema 2.1 el sistema es estable y
lv| < a.
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La suma de cantidades positivas es finita si los sumandos son finitos, por
lo que existe un numero real M tal que:

/O TRV (), )W (y(s), s)ds < M (2.56)
/OO o([2(5)0)°C 2(s) Ra(s) ;o oy (2.57)
0 ]:c( )’Q

)=
> Jo(z(s),y(s),t)?
/0 wrsstds < (2.58)

Paso 2: Probar que y(f) converge asintéticamente a cero.

Usando (2.25) y (2.34-2.35):

(v(ly)sup o)) () < K (ly()asly(s))

seR (259)
<K (V(y(s), s))W(y(s), s)

Como y(t) estd acotada y y(y) es una funcién continua y positiva, existe
una constante ¢ > 0 tal que:

¢ < (Jy(s)l)suplo(s)] (2.60)
Juntando (2.59) y (2.60):
cly(s)]* < K'(V(y(s), )W (y(s), s) (2.61)

Usando (2.56) e integrando a ambos lados de (2.61), deducimos que:
o[ WP < [ R aW e < 26
Concluimos que y(t) € L?*([0,00)), dado que es cuadrado integrable en el

intervalo [0, 00).

Por otro lado, calculamos QQ utilizando (2.17):
Yl ean = 2y5 = 2y(t) (fo(y.t) + faly, v, 1)v) (2.63)

Sabiendo que y(t) y v(t) estdn acotadas y fy, fo € C?, entonces g2 es
continua y acotada. Como 3%(t) tiene derivada acotada, entonces y>(t)
debe ser uniformemente continua.
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Ademss, y(t) € L?[0, 00) implica lo siguiente:
/ Y2 (t)dt < oo (2.64)
0

Lema 9 (Lema de Barbalat): Sea ¢ : R — R una funcién uniforme-
mente continua en [0, 00). Supongamos que la integral impropia fooo o(x)dz
existe y es finita. Entonces:

lim 6(t) = 0 (2.65)

t—00

Tomando ¢(t) = y*(t) probamos finalmente:

lim y*(t) = 0= lim y(t) =0 (2.66)

t—0o0 t—0o0

Demostracion: Ver apéndices.
Paso 3: Probar que z(t) converge asintéticamente a cero.

Haremos un resumen de este paso de la prueba dado que se trabaja de
forma similar al paso (2), pero con un poco mas de complejidad.

El objetivo es probar que la siguiente funcion pertenece al espacio vectorial
de las funciones de potencia finita L*([0,c0)):

¢1(t) = I (y(t),t) + ha(y(t), v(z(t), y(1), 1), )o(x(t), y (), 1)~ (2.67)

Luego se observa que:
&= Max(t) + ¢1(t) (2.68)

Reescribiendo esta ultima ecuacién de una forma especial:

(1) = (M + Ka(t)D(t)' Q + K, () R*)z(t)

., Dy (2.69)
+41(t) — Kq(t)D(t)TQu(t) — K,.RY?x(t)

Utilizando la hipétesis (3) y probando que la siguiente entrada pertenece
al espacio vectorial LP([0, 00)):

w =11 (t) — Kq(t)D()TQu(t) — K, RY*x(t) (2.70)

Se puede probar finalmente lo que se queria demostrar:

lim z(t) =0 (2.71)

t—o0
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Paso 4: Cambio de coordenadas y limites.

Se puede probar en los pasos anteriores lo siguiente:

lim x(t) = 0, tlzm y(t) =0 (2.72)
—00

t—00

Recordando que P(t) estd acotada y el siguiente cambio de variable:

z(t) = X(t)+ PO)Y(t), y(t)=Y(t) (2.73)

Tomando limite en y(t):

lim y(t) =0 = lim Y (t) =0 (2.74)

t—00 t—00

Usando que P(t) esta acotada:

lim ‘P(t)y(t)’ < clim |y(t)] =0 = lim P(t)y(t) = 0 (2.75)

t—00 t—o0 t—o0

Tomando limite en x(t):

lim z(t) = lim X (t) + lim P(t)y(t) =0 = lim X(t) = 0 (2.76)

t—o0 t—00 t—0o0 t—o0

Finalmente, sabemos que:

lim X () = 0 = lim(X(t) — X,(t)) = 0
t—>f>o ~ t—>'oo (277>
lim¥ (1) = 0= lim(Y () — Y;(t)) = 0

Concluimos que el sistema es global y asintéticamente estable. Sin embargo
perdimos informacién respecto a la uniformidad, dado que desconocemos
la funcién de Lyapunov resultante a este procedimiento. Se puede recurrir
a un Teorema mas general para probar la estabilidad global, uniforme y
asintotica del sistema.
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2.2.3. Estabilidad global, uniforme y asintética

Finalmente se enuncia el resultado que se usara en el capitulo siguiente,
que resume todo lo visto anteriormente.

Lema 10 (Yoshizawa, T. 11.3):
Si el sistema:

r = f(x,t) (2.78)
es un sistema periddico en t y es asintoticamente estable en el origen.
Entonces es uniforme y asintéticamente estable en el origen.
Demostracién: Ver libro de Yoshizawa [6].

Teorema 2.3:

Si se cumplen las hipétesis (1-3) y X,.(t), Y;(¢) y u,(t) son funciones periédi-
cas de periodo T'. Entonces existe una funcién de clase K, con derivada
segunda continua y una funcién de saturacion o(s) suave, tales que, la
funcion de Lyapunov:

zlq
U(x,y,t) =k(V(y,t)) —|—/O o(s)ds (2.79)

definida para el siguiente sistema:

r=Mx+ hi(y,t) + ha(y,v,t)v

: (2.80)
Y= fO(y7 t) + f2(y7 v, t)?)
con la siguiente realimentacion de estados:
oV 2T Q T
1}(3:7 Y, t) = _A(y) [k/(V(y, t))a_y(ya t)fQ(ya 07 t) + 0(‘&7‘@)%h2(y, 07 tﬂ
(2.81)
cumple lo siguiente:
: 1 1 eTRr  1|v(z,y,t)?
U t < =K' (V(y,t))W(y,t) — = —
(2.82)
Mas atin, para todo @ > 0 existe una funciéon A(y) tal que:
v(z,y,t)] = |u—u(t)| <u (2.83)

Finalmente, como (X, (t), Y, (), u,(t)) son soluciones periédicas, entonces
(X, Y,) es una solucién GUAS del sistema (2.1) en lazo cerrado con u.
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Idea de la demostracion:

La estabilidad global y asintética se deduce del Teorema 2.2.

Luego, debemos probar que el siguiente sistema es periddico.
= Mzx+ hi(y,t) + ha(y, v, t)v

y - fO(y7 t) + f2<y7 U, t)?} <284>

Pudiéndose hacer esto ultimo asegurandose de que P(t) y V(y,t) sean
periddicas, lo cual no es trivial.

Una vez probado que el sistema es peridédico, podemos usar el Lema 10
para probar finalmente que el origen es global, uniforme y asintéticamente
estable.
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Capitulo 3

Control de seguimiento aplicado al
sistema péndulo-carrito

En este Capitulo aplicaremos el controlador disenado a partir del Teorema
2.3, presentado en el Capitulo 2. Se estabilizaran las oscilaciones de un sis-
tema péndulo-carrito alrededor de su posicién vertical. Mas precisamente,
debemos disenar una entrada de control F'(t) de manera tal que el péndulo
siga una cierta senal de referencia. Vamos a suponer ademés una condicion

inicial 6(0) € (—7/2,7/2).

Dicha senal de referencia cumplira:

tan(0,(t)) = cos<\/%t) (3.1)

Para aplicar el Teorema 2.3 asumiremos la existencia de una solucién al
problema y presentaremos un cambio de variable que transforma la descrip-
cion del sistema conocida a una que se acomode a los resultados tedricos.

A continuacion, se deberan definir las variables de estado X e Y y probar
que Y =Y —Y,(t) es asintéticamente estable en el origen. Luego, median-
te el Teorema 2.3 se puede determinar la ley de control w que estabilice
al sistema (X,Y)T. Definiendo convenientemente las variables X e Y, se
puede aplicar dicho resultado iterativamente hasta resolver el problema.

Serd de utilidad recordar lo siguiente:

é _ (m+M)mgLsen(8)—mLcos(0) (F—I—mL@zsen(ﬁ))

o , mL2(M-+msen?(0)) (32>
. F+mL0 sen(8)—mgcos(8)sen(8)
r = M+msen?(6)

No se mostraran las cuentas en detalle, sino que se enfocara en el procedi-
miento y en la correcta utilizacion de los Teoremas.
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3.1. Dinamica del sistema

Usando la ecuacién (3.2), se deduce facilmente la descripcién en variables
de estado del sistema:

_9_ 9 ; B 0 7]

é (m~+M)mgLsen(0)—m2L20 cos(0)sen(0) . 005(551)2

| = mL?(M+msen?(0)) + L(M+msen®(0)) | [ (3.3)
x £ 0

.o 2 —1

T mLf sen(f)—mgcos(6)sen(h) msen
el i M—I—mse£7]12(9) _ - o

Consideremos el siguiente cambio de variables brindado por los autores.:

(T = \/%t

t1 = tan(0)

= 0(1 +t2)\ﬁ

) xr = L + 2ln(t1 + m) (3-4)
51 = \/g— + \/2% +t

2
Uy — _ F4+mL0 sen(0)—mgsen(0)cos(6)
L L= M g+mgsen?(0)

+ 2tl (1 + (1—|—t2)3/2) + 1

que transforma R* x (—5,%) x R en R*%.
Su justificacién tedrica se puede encontrar en [5].

Haciendo cuentas y usando la transformacién (3.4), la descripcién (3.3)
del sistema se transforma en la siguiente:

(dx
=51~ h

dsy
dr

{
diy _

dr =n

| = —(h+r)V1+ 8 +uy/1+ 18

En esta seccién y la siguiente se usara la notacién del punto ”-” para derivar
respecto a la nueva variable 7, y al simbolo 7 lo notaremos con la letra ¢.

- (3.5)

99

Lo mejor de este cambio de variable es que lleva la descripcion del sistema
péndulo-carrito a la descripcién de un sistema prealimentado (2.1), por lo
que tenemos posibilidad de aplicar los Teoremas demostrados en el capitulo
anterior. Faltaria terminar de identificar las variables de estado X e Y.
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Usando (3.1), (3.4) v (3.5) se deducen las trayectorias de referencia, que
surgen de la fisica del sistema y de imponer que 6 = 6,

t1,(t) = cos(t), r1,.(t) = —sen(t)

. cos(t) os(h) — sem
u,(t) = T o) + cos(t) (t)
s1,(t) = cos(t) + sen(t) — arcsen <%sen(t)) (3.6)

21, (8) = 1 — cos(t) — /0 aresen (%sen(s)) ds

Como antes, consideramos el cambio de variable que lleve el problema de
seguimiento al problema de estabilizar el origen de un sistema no lineal y
variante con el tiempo:

(fl =T — l’lr(t)

S~1 = S1 — Slr(t)
§t =t —t,.(t) (3.7)
7:1 =T — Tlr(t)

(U2 = U1 — ulr(t)

La nueva dinamica del sistema queda:
;.

,f1:§1—t1
§1ZU2
t1:7‘~1

£ +2ttrt
1= = (0 )T+ i (0% Wbl 4oy /T4 83

donde:

(b1 tn(®) = 14+ 020 + 1+ 120y /1+ 8 (39)

El problema se resume a hallar una ley de control us que haga el origen del
sistema (3.8) un equilibrio global y asintéticamente estable. Nos gustaria
utilizar el Teorema 2.3 siguiendo el siguiente procedimiento:

1) Estabilizacién GUAS el sub-sistema (¢1,77).

2) Estabilizacion GUAS del sub-sistema (83,71, 71): definir X = s;, Y =
(t1,71), aplicar el paso anterior y el Teorema 2.3.

3) Estabilizacion GUAS del sistema completo: definir X = z, YV =
(s1,t1,71), aplicar el paso anterior y el Teorema 2.3.
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3.2. Estabilizacién del sistema.
Presentamos la desigualdad de Young.
Desigualdad de Young:

1 —1
b < fap + P s (3.10)

p

para todo a,b € R y para todo p > 1 y ¢ > 1 satisfaciendo 2% + é = 1.
Paso 1: Estabilizaciéon GUAS el sub-sistema (£, 77).

La siguiente ley de control lleva a resultados razonables:

2(t + )t (D)

2 ~
thtlrt) /V1+t VIFR(V1+6"+/1+8)

La dindmica (3.8) se transforma en la siguiente:

Uy = +uy (3.11)

;-

Ty =8 —1
L . rin (6" 2(t1+771 )1, (1)t

Ctt VIR 142 /14 8V 146

+ us

s (f 261, (Ot () tr () (Gt 2
"= (1 + 7)1 +6 + ) T i +uzy/1 413
(3.12)

Consideremos la siguiente funciéon de Lyapunov definida positiva y radial-
mente no acotada:

Vilt, ) = (1 + 6232 — 1+ f177 + 72 (3.13)
Imponiendo uz = 0, con la desigualdad de Young se puede probar que:

S 2+\f —T+2V2 -
Vi(ty,m)]a2) < — 1 V14t -1 <T +24/1 +t12>
(3.14)

Como Vl(t},ﬂ)\(g,lg) es menor o igual a una funcién definida negativa,
radialmente no acotada e invariante con el tiempo, deducimos a partir del
Teorema 1.2 la estabilidad global, asintotica y uniforme del sub-sistema
(t1,71) bajo la ley de control (3.11) con us = 0 (lazo abierto).
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Sera importante recordar dicho cambio de variable para los pasos posterio-
res, dado que el sub-sistema (1, 7;) deberd seguir teniendo al origen como
un equilibrio GUAS. De esta forma podremos estar habilitados a aplicar
el Teorema 2.3 demostrado anteriormente.

Paso 2: Estabilizacion GUAS el sub-sistema (1, 1,77).

Verifiquemos las hipdtesis de Teorema 2.3 con X = 51y Y = (¢;,r) cum-
pliendo la dindmica (3.5). En este caso: M =0, H(Y) =0, Hy(Y,uy) = 1,
F()(Y) = (7“1, —(tl + 7“1)\/ 1+ t%)T y FQ(Y, U,l) = (O,UJl\/ 1+ t%)T.

La hipdtesis (1) se verifica viendo la ecuacion (3.6) y asegurdndose de que
las trayectorias de referencia sean de clase C?, acotadas en el intervalo
[0, 00) y verificando que la terna (X,(t),Y,(t), u1,(t)) sea solucién al siste-

a (3.5). Que las trayectorias sean acotadas y de clase C? claramente se
cumple, mientras que para verificar lo otro alcanza con acordarse de como
fueron construidas dichas senales de referencia.

La hipdtesis (2) se cumple, ya que en el paso anterior impusimos que el
punto (f1,71) = (0,0) sea un equilibrio GUAS del sub-sistema (1, 77).

La hipétesis (3) se cumple. Como P(t) =0y D(t) = Hy(Y,(t),u.(t)) =1,
podemos elegir Q = I, K4(t) = —1, K,(t) = 0 y ver que el sistema

X = (M + K;(t)D(t)'Q + K, (t)RV*)X = - X (3.15)

es exponencialmente estable en el origen.

Podemos aplicar el Teorema 2.3, que prueba la existencia de una funcion
de Lyapunov V5, definida positiva propia que depende de X e Y y una
funcién k;(s) diferenciable, tales que, la derivada de la funcién

Va(§1,t1,71) = ki(Vi(t1, 7)) + V1+ 57 -1 (3.16)

es menor o igual a una funcién definida negativa e invariante con el tiempo.

Eligiendo k;(s) = 3s, se puede probar que:
Va($1,11,71)|3.12) < —(01512 +eor?)\ 1+ 074+ G(s1, 6, m)ug  (3.17)
C0n01:5\/§—%, 02:2(\/5—1) y

NP ~ N $1
Gl(Sl,tl,Tl) = S(tl —|—2’I“1) 1 +t2—f— ———— (318)
! V1+§2
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Dado que no es el final del diseno del controlador, ya que también debemos
estabilizar la dinamica de x7, se sugiere el siguiente cambio de variables:

To = 21 + 5057 (319)
1 /- S1 )
U3 = —\t1 ———= | + w4 (3.20)
50( 1+ 52

De nuevo, consideramos u4 = 0, usamos la ecuaciones (3.17), (3.19-3.20) y
la desigualdad de Young para probar lo siguiente:

Va(s1, 61, 7)] < 10{2\/1+t~2 > VAL L& (3.21)
S 7 —= 59! 200 '
251 P T1@3,12) = Tt I 799l Y200

1+ 3§,

Como Vz(sﬁ, t1, 71)|(3,12) €s menor o igual a una funcién definida negativa,
radialmente no acotada e invariante con el tiempo, deducimos a partir del
Teorema 1.2 la estabilidad global, asintotica y uniforme del sub-sistema
(51,%1,71) bajo la ley de control (3.20) con uy = 0.

Paso 3: Estabilizacion GUAS del sistema completo.

Verifiquemos las hipétesis de Teorema 2.3 con X = 21y Y = (s1,t1,71)7
cumpliendo la dindmica (3.5). En este caso: M = 0, H1(Y) = s —
tl, HQ(Y,’LLl) == 0, Fo(Y) = (0,7’1,—(t1 + 7“1)\/1+t%)T y FQ(Y,ul) =
(ul, 0,u1n/1+ t%)T.

La hipétesis (1) se verifica por la misma razén que antes, dado que las
trayectorias de referencia siguen siendo las mismas.

La hipdtesis (2) se cumple ya que en el paso anterior impusimos que el pun-
to (s1,%1,71) = (0,0,0) sea un equilibrio GUAS del sub-sistema (57,71, 77).

La hip6tesis (3) se cumple. El cambio de variable (3.19) implica que P(t) =
(50, 0,0), porlo tanto D(t) = P(t) [g—if (Ve (2), w1, (8))ur, (6)+F2 (Yo (t), ur, (1)) ] =
100uy,.(t). Podemos elegir Q = I, K4(t) = K4(t), K.(t) = 0y ver que el

sistema

X = 100K(t)ur, (t) X (3.22)

es exponencialmente estable en el origen.

El autor da garantia de la existencia de una funcién Ky(t) continua y
acotada que cumpla con esta hipdtesis.
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El cambio de variable (3.19-3.20) transforma la descripcién del sistema
(3.12) en la siguiente:

(- &3 50ri, (067 100t (D)(E4R)6

= — + 50uy
1+S~12+\/1+s~12 C(tl,tlr(t))\/Ht% 1+t%+\/1+t§\/1+t12
: . ~2 N _
~1 — *Tlr(t)tl 2(t1+7‘1)t1r(t)t1 + L (t~1 . 5~1 ) + ’U,4
' Ctut M)V1+HE 1424y /118 146 2 \1+5°
Jti1=71

T . ~2 £12(6) (F4771) 2r1, (Dt (8t
= —(t 1+t — —2
1 (i +7)y 1+t VIV 146 * L+ 2(0)+4/ 1402 (0) /148
+(&(5- i) +u) VTR
\

1—|—S~12

(3.23)

Podemos aplicar el Teorema 2.3, que prueba la existencia de una funcién
de Lyapunov V3 definida positiva propia que depende de X e Y y una
funcién ko(s) diferenciable, tales que, la derivada de la funcién

Vi(2a, 81,11, 71) = ko(Va(s1,t1,71)) + V1 + 5% — 1 (3.24)

es menor o igual a una funcién definida negativa e invariante con el tiempo.
Eligiendo ka(s) = 164(s + 1)? — 164, se puede probar que:
~ 2
U ~2 -2 o9 | 2 451
Va(Za, 51,11, 71)|303) < =17\ 1+t — A\ 1+t — -

V1+§? (3.25)

+G2(f27 8~17 {17 7:1)11,4

donde:
. 5025

GQ(INQ, S~1, t1, 7:1) = —
V14 752

+ 328(Va (81,11, 71) + 1)

s (3.26)
X (3(51 + 2 ) /1+ 82 + —1)
V1t §?
Tomando la ley de control:
Ug = —Gg(fg,gl,fl,fl) (327)

Como V},(@, $1,t1, 71)|(3,23) €s menor o igual a una funcién definida negati-
va, radialmente no acotada e invariante con el tiempo, deducimos a partir
del Teorema 1.2 la estabilidad global, asintética y uniforme del sistema
completo bajo la ley de control uy = —Go(, §1,11,771).
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3.3. Ley de control y trayectorias de referencia

Usando (3.4), finalmente conocemos la ley de control F(t) que hay que
aplicar al carrito para que el estado 6(t) del sistema siga la trayectoria de
referencia 6,.(t):

F(t) = mgsen(f)cos(6) — mL@QSen(H) + <Mg + mgsen2(9)>

X [— uy + 2tan(f) <1 + g@i;» . \/5%;(9)] (3.28)

donde: ()
cos(T

Up = U — + cos(T) — sen(T 3.29

== T con(r) — senr) (329

Uy — Cozgf)C:S((;)){lQ n 2c0s2(0)(t1 + 71)cos(T)t 1 g (3.30)

b (\/ 1+ t~12005(0) + 1)
1 + cos?(T)
=1 2 31
C(tla tlr(t» + cos (T) + COS(Q) (3 3 )
1/~ 51 ) 50z - -
ug=—\t1 - — | - ———= — 328(Va(s1,t1,71) + 1)
: 50(1 Vits?) Vita? R 3,32
y (3(51 + 277) N s ) '
cosl®) T ita
‘/2(§17t~177:1) = 3‘/1({17 7:/1) + 1 + §12 —1 (333>
Vilt, ) = (1 + 6232 — 1+ f177 + 72 (3.34)
:_+2l0 ( 5 )—1+cos(7)
=0 (3.35)

/ arcsen (—sen( ))ds + 5083
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i L 20

§1 = JiL t 7 05(0) + tan(0) — cos(t) — sen(T) .
1
+arcsen (Esen(s))
t; = tan(9) — cos(T) (3.37)
WL ¢ sen(T
T = \/;COS(Q) + (1) (3.38)
= %t (3.39)

Por otro lado, las trayectorias de referencia del sistema original se pueden
calcular en funcién de las ecuaciones (3.4) y (3.6):

0,(t) = arctan (003< %t)) (3.40)

: B VEsin(y/%t)
0 (8) = 1+ cos*(\/%t) (3.41)

2o(t) = L — L cos (@t) s /0 VI esen <%sen(s)> ds
g cos( [ 21) 4 ¢ oot (120

4.(t) = —\/gL arcsen (%sen <\/%t>> + /gL sen <\/%t>

+COS(\@) jﬁ —— lsen(\[ t) CO\S/;{ ;j;m \}Ct}

(3.43)

(3.42)

Estas funciones serdan de gran importancia para cuando se muestren las
simulaciones y se pruebe el desempeno del controlador.
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Capitulo 4

Simulaciones y resultados graficos

Con el fin de demostrar que el controlador disenado funciona y que tan
bien funciona, se implementa un algoritmo en MatLab capaz de simular la
accion de control diseniada sobre un sistema péndulo-carrito. Se realizaron
cuatro experimentos con los siguientes valores numéricos: M = lkg,m =
lkg,g = 9,8m/s?> y L = 9,8/9m, de los cuales sélo el primero se mostrara.

Para el primer experimento se consider6 como condicién inicial el vector
Xo = (6(0), 9(0),:6(0),:1'5(0)) = (0,0,0,9,8)T y se simulé al sistema en lazo
cerrado. Se mostraran las graficas correspondientes a los estados 6, 9, Ty,
comparando los estados de referencia y los estados del sistema simulado.
También se graficaran las curvas de error, definidas como la diferencia
entre el estado del sistema simulado y su estado de referencia.

En el segundo experimento, se consideré una condicion inicial #(0) que no
perteneciera al intervalo (—m/2,7/2). En este caso la ecuacién diferencial
arrojo soluciones complejas, que claramente carecen de significado fisico.
Asi se prueba la incapacidad del controlador de funcionar correctamente
para condiciones iniciales fuera del dominio R? x (—7/2,7/2) x R.

En el tercer experimento se supuso una nueva senal de referencia 0,.(t) = 0y
se encontraron las nuevas trayectorias a seguir. Implementando los nuevos
cambios al algoritmo realizado en MatLab, se pudo recuperar el caso de la
estabilidad del péndulo entorno a su equilibrio inestable.

Finalmente, en el cuarto experimento se actualizé el modelo del sistema
por uno que tuviera en cuenta la friccién k£ y la inercia I. Se anadieron
ademas perturbaciones a los parametros del modelo con el objetivo de ob-
servar la robustez del controlador disenado. Se tuvieron resultados bastante
satisfactorios, obteniendo un poco de ruido en las senales de error.
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Evolucién del estado 6(t):

Error del control de seguimiento de #
08 T T T T T

0.1

06 ft
0.4 {
02 h
0
02

04

06

I
-0.8 [

A L L | L | L L 08 L | L | L L
o 5 10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 25 30 35 40

Tiempo(s) Tiempo(s)
(a) Estado 6(t) del sistema y referencia 6, (t). (b) Senal de Error.

Figura 4.1: Vemos una respuesta bastante rapida y precisa, el error entre el estado del
sistema y la referencia es casi despreciable luego de 5 segundos de haber comenzado la
simulacion. La convergencia parece ser asintotica, aunque en realidad presenta pequenas
perturbaciones, con un orden de amplitud de 1 x 1073.

Error del control de seguimiento de #
T T

At )

20
Tiempo(s)

Figura 4.2: Perturbaciones observadas, el hecho de que se vean como una senal "aleatoria’
nos puede dar a entender que se trata simplemente de un error numérico.

Error del control de seguimiento de A
T T

HU-4, 0

Tiempo(s)

Figura 4.3: Utilizando 'ode45.m’ en lugar de 'odel5s.m’; las perturbaciones cambian
bastante, confirmando lo que habiamos intuido. Todo parece andar bien.
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Evolucién de los estados 0(t), z(t) y i(t):

Control de seguimiento de d/dt

-4

(a) Estado 6(t) del sistema y referencia 6,(t).

20
Tiempoi(s)

Control de seguimiento de x

(1)

(c) Estado x(t) del sistema y referencia x,(t).

20
Tiempo(s)

Control de seguimiento de dx/dt

Tiempoi(s)

i) —6.(0)

Error del control de seguimiento de dé/dt

1! ]
0.4 J
0.2 q
ot —
0.2 1
0.4 * * * *

35 40

Tiempo(s)

(b) Senal de Error.

Error del control de seguimiento de x

20
Tiempo(s)

(d) Senal de Error.

Error del control de seguimiento de dx/dt

21
Tiempo(s)

(e) Estado z(t) del sistema y referencia z,(t). (f) Senal de Error.

Figura 4.4: En general, vemos una respuesta rapida, a excepcién de la posicién del
carrito, que demora bastante en llegar a parecerse a la senal de referencia.
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Ley de control uy,(t):

También puede ser interesante comparar la ley de control simulada w;(t)
y su senal de referencia uy,.(t).

Amplitud

5 10 15 20 25 30 35 40
Tiempo(s)

Figura 4.5: Ley de control y su senal de referencia.

Claramente conseguimos una ley de control que esta a una cierta distancia
u de la senal de referencia. Pudimos haber hecho la comparacion entre
la ley F(t) y su senal de referencia F,(t), pero para hallar la senal de
referencia en este caso hay que trabajar bastante con las ecuaciones. Nos
conformaremos simplemente con esta grafica.
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Conclusiones

Se presentaron las ideas bésicas de la teoria de los sistemas no auténomos y
una posible aplicacion de su estudio. Se pudo mostrar una técnica de con-
trol que utiliza dicha clase de sistemas para el control de seguimiento de
un péndulo-carrito. Se mostraron las ideas generales que el autor tuvo que
tener en mente para demostrar que el diseno del controlador funciona. Pa-
ra el diseno del controlador se necesité el conocimiento de una descripcion
del sistema que tiene una forma muy particular y que puede ser muy dificil
de encontrar en un caso general, lo que imposibilitaria el uso de este tipo
de técnica. Se tuvo la suerte de encontrar dicha descripcion del sistema.
Se verificaron las hipdtesis del Teorema 2.3, las cuales imponen condicio-
nes bastante fuertes sobre el sistema. Se mostré como aplicar la técnica
de control para hallar la realimentacion estabilizante, lo cual requiere de
bastante practica. Finalmente se encontro la ley de control capaz de hacer
que el sistema siga la senal de referencia que teniamos como objetivo..
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Apéndices

Lema de Barbalat

Sea ¢ : R — R una funcién uniformemente continua en [0, c0). Supon-
gamos que la integral impropia fooo ¢(x)dz existe y es finita. Entonces:

lim ¢(t) = 0 (4.1)

t—o0
Demostracion:

Supongamos por absurdo que existe una constante positiva k; tal que para
todo T' > 0 podemos encontrar 77 > T' tal que:

¢(Th) > ks (4.2)

Como ¢ es uniformemente continua, existe una constante positiva ko tal
que |p(t +7) — ¢(7)| < & para todo t > 0 y para todo 0 < 7 < ky.
Por lo que:

[0(t)] = |o(t) — o(T1) + o(T1)| = [¢(T1)] — [o(T1)] — |p(t) — P(T1)|

1 1 (4.3)
> ]{1 - §k1 = 5]{51, \V/t S [Tl,Tl ‘|— l{?Q]

Entonces:

' / Tl+k2¢(t)dt‘ _ / Tl+k2\gb(t)\dt>%k1k2 (4.4)

T1 Tl

Por lo que la integral fg ¢(t)dt diverge cuando ky — oo.

Llegamos a una contradiccion:

/0 o)t = 0o (4.5)
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Lema 5

Existe una funcion continua y positiva v tal que:
P (y, )] < y(JyD)lyl? (4.6)

Demostracion:

Primero observamos que:

hi(0,t) =0, ¥Vt >0 (4.7)

Luego, tomando la derivada respecto a y y evaluando en y = 0:

Ohy OH, OH, of
C0u0) = S 0) + 0.0 (0) + PO [a—;m, - A(t)} e

(4.8)
Usando las definiciones de A(t) y C(t) tenemos:

(9f0 8F0 (9F2
a—y(o, t) = P(t) a—y(o,t) — 5y V(1) = 55 (Y (D), ur(t))ur(t)] (4.9)

Utilizando la definicién de fj, tenemos que:

h
aa—yl(o,t) =0, Vt>0 (4.10)

Usando (4.7), (4.10) y el hecho de que Hy, Hy, Fy y Fb son de clase C2,
probamos finalmente que:

Y1 on oh l
()] < [ [ 5een -2 <o,t>\ds ]
o |9y 9y . (4.11)
= /1 /1 Oy 1) — 220, 1) au ) sas| |
=) B usy, 9y " u s s_ Y

2 .
%yh; es continua, entonces

Dado que Y;(t) y u,(t) son funciones acotadas y
debe existir una funcién v(|y|) tal que:

[

Probando finalmente que |h1(y, )| < v(|y|)|y|*.

0%hy Ohy
-t ) — =20 ¢
3y (usy, ) o (0,)

du) sds < (Jy) (4.1
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Lema 7

Sea V' una funcion continua definida positiva propia y sea W una funcion
continua definida positiva. Sea v una funcién continua no negativa que

satisface: m
/ fy y

Entonces existe una funcién k continua y definida positiva en [0, 00) que
satisface:

EV ()W (y) = ~(lyl) (4.14)

Demostracion:

La ecuacion (4.13), la continuidad de 7 y las propiedades de la funcién V'
nos aseguran la existencia de un nimero real positivo c tal que:

(D) ,
Wiy S¢ WV s (4.15)

Definimos una funcién k en [0, c0) de la siguiente forma:

LER N s 8 1 B

k es positiva, no decreciente y es igual a ¢ para valores de y suficientemente
lejos del origen.

Definimos la siguiente funcion:
v+l
k(v) :/ k(s)ds (4.17)

k es una funcion continua, definida positiva propia y satisface 4.14.
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Lema 8

Sea @ un nimero real estrictamente positivo. Sea a(x,y,v,t) una funcién
que satisface:

la(z,y,v,t) —a(x,y,0,t)|
|

la(z,y,0,t)| + < Q(yl), Yv:fol <u (4.18)

para alguna funciéon continua y positiva 2. Sea ¢ una funciéon positiva
decreciente de clase C! tal que:

#(0) =1, ¢(s) >0, Vs €[0,1), ¢(0) =0, Vs >1 (4.19)
Entonces, existe un 6 > 0 tal que:
4]
a(x,y, vs, t)vs < —§¢(|y\)|a(9ﬁ,y,0,t)\2 (4.20)

donde:
Us = _5¢(’y‘)a(xny707t)T7 |US‘ < U (421)

Demostracion:
Haciendo cuentas:
|CL(QZ, Y, v, t) - a(gja Y, 07 t)‘ |U|2
|v|
< a(z,y,0,t)vs + Q|y))|vs|* < =60 (|yl)|a(z,y,0,t)[ (4.22)
< —6o(ly|)|a(z,y,0,t)* < =66 (|y|)|a(z,y,0,t)[
+6°0(|y|)|a(z,y. O,t)\QOSup {®(s)}

<s<1

a(x,y,vs, t)vs < a(z,y,0,t)vs +

El resultado se llega con:

min{l,a}
00 S Sup {a(s))

0<s<1

(4.23)
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