
Universidad de la República Probabilidad y Estad́ıstica
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Examen
Sábado 21 de julio 2018.

Número de Parcial Cédula Nombre y Apellido

Número de hojas entregadas:

PARA USO DOCENTE
Ej. 1 Ej. 2 Ej.3 Ej.4 Ej.5 Ej.6 TOTAL

Importante: Justificar (y escribir todos los cálculos necesarios para) las respuestas.

Ejercicio 1. [10 puntos]

Ana y Beto lanzan dos veces una moneda equilibrada cada uno. Se asume que los lanzamientos son todos independi-
entes. Sea X la cantidad de caras que obtiene Ana, e Y la cantidad de caras que obtiene Beto.

1. Calcular la probabilidad de que Ana y Beto obtengan la misma cantidad de caras.

2. Sea Z = max{X,Y }. Hallar, completando una tabla de contingencia, la distribución conjunta de X y Z. ¿Son
independientes?

Ejercicio 2. [20 puntos]

Ana y Beto acuerdan en encontrarse a las 12 del medio d́ıa para almorzar. Ana llega a una hora con distribución
uniforme en [0, 60] medida en minutos a partir de las 12:00. Beto llega a una hora con distribución uniforme en [0, 30].
Asumir que la hora de llegada de Ana y Beto son independientes.

1. Calcular la probabilidad de que Beto llegue antes que Ana.

2. Se asume además que Beto, en caso de llegar antes que Ana, la espera como máximo hasta las 12:45. Dado que
Beto llega antes que Ana, ¿cuál es la probabilidad de que se encuentren?

Ejercicio 3. [20 puntos]

El tiempo de atención (en horas) de un mostrador A en una tienda es una
variable aleatoria TA cuya densidad está graficada a la derecha. En otro
mostrador B el tiempo de atención (en horas) TB tiene distribución uniforme
en [0, 1].

1. Hallar la esperanza de TA.

2. Hallar y graficar las funciones SA(t) = P(TA ≥ t) y SB(t) = P(TB ≥ t)
definidas para 0 ≤ t ≤ 1. ¿Si fueras un cliente, qué mostrador eligiŕıas?
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Ejercicio 4. [15 puntos] Un ingeniero que trabaja para un fabricante de llantas investiga el efecto de un nuevo
compuesto sobre la duración del caucho. Para esto divide al azar un lote de 16 llantas en dos grupos de 8, unas
reciben el tratamiento con el nuevo compuesto (Tratamiento) y las otras se usan de control. Los datos, en miles de
km, obtenidos son los siguientes:

Tratamiento: 61, 59, 60, 65, 58, 60, 61, 60. Control: 59, 60, 61, 62, 55, 60, 59, 61.

Considere la hipótesis nula

H0 : El tratamiento no tiene efecto sobre la duración del caucho.

y el estad́ısticoX = (suma de respuestas en tratamiento)-(suma de respuestas en control). Se asume que el tratamiento
no disminuye la duración del caucho.

1. Usando la Figura 1 (ver página 3), calcular el p-valor pval (Xobs). Decidir si rechazar o no H0 utilizando como
umbral pu = 0.05.

2. Se considera la región de rechazo Ir(c) = [c,+∞). Usando la Figura 1, hallar el menor valor de c para el cual
la probabilidad de error de tipo I es a lo sumo α = 0.05. Decidir si rechazar o no H0.

Ejercicio 5. [20 puntos]

En un experimento para investigar la relación entre el alargamiento (Y en %) y la temperatura (X en grados) de
la mozzarella se observa que dichas variables se ajustan al modelo normal bi-variado. La siguiente tabla indica la
estimación de sus parámetros:

Temperatura media: 70 desv́ıo: 5
Alargamiento media: 175 desv́ıo: 20

correlación: 0.75

1. Hallar y tal que P(Y ≥ y|X = 60) = 0.05.

2. Se dispone de un ejemplar de mozzarella cuya temperatura es de 60 grados. Dar un intervalo que contenga su
alargamiento con probabilidad 0.9.

Ejercicio 6. [15 puntos] Sea X una variable aleatoria con la siguiente densidad de probabilidad:

f(x) =

{
(a+ 1)xa si 0 < x < 1;

0 si no.

Sea X1, . . . , Xn un muestreo aleatorio de X.

1. Hallar el estimador de máxima verosimilitud â de a.

2. ¿Es â un estimador consistente de a?
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Distribucion de aleatorizacion de X (Ejercicio 4)

Valor de X

-21 -19 -17 -15 -13 -11 -9 -7 -5 -3 -1 1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

10 55

16
8

33
7

51
5 64

6 72
4 80
2 92

4

10
74 11
80

11
80

10
74

92
4

80
2

72
4

64
6

51
5

33
7

16
8

55 10

Figure 1: Distribución de aleatorización de X para usar en el Ejercicio 4.

Tabla de la normal estándar
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Definiciones y fórmulas que pueden ser útiles

• X tiene distribución Bernoulli de parámetro p si RX = {0, 1} con P (X = 1) = p y P (X = 0) = 1− p.
La esperanza de X es E(X) = p y la varianza es var(X) = p(1− p).

• X tiene distribución binomial de parámetros n y p siRX = {0, 1, . . . , n} y P (X = k) = Cnk p
k(1−p)n−k.

La esperanza de X es E(X) = np y la varianza es var(X) = np(1− p).

• X tiene distribución hipergeométrica de parámetros N , K, y n siRX = {k ∈ N : max{0, n−(N−k)} ≤
k ≤ max{K,n}} y

P (X = k) =
CKk C

N−K
n−k

CNn
.

La esperanza de X es E(X) = np y la varianza es

var(X) = np(1− p)
[
1− n− 1

N − 1

]
,

en donde p = K/N .

• X tiene distribución geométrica de parámetro p si RX = {1, 2, . . . } y P (X = k) = p(1 − p)k−1. La
esperanza de X es E(X) = 1/p y la varianza es var(X) = 1−p

p2
.

• X tiene distribución de Poisson de parámetro λ siRX = {0, 1, . . . } y P (X = k) = λk

k! e
−λ. La esperanza

de X es E(X) = λ y la varianza es var(X) = λ.

• X tiene distribución uniforme en [a, b] si tiene densidad dada por

fX(x) =

{
1/(b− a) si x ∈ [a, b];

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = (a+ b)/2 y la varianza es var(X) = (b− a)2/12.

• X tiene distribución exponencial de parámetro λ si tiene densidad dada por

fX(x) =

{
λe−λx si x > 0;

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = 1/λ y la varianza es var(X) = 1/λ2.

• X tiene distribución normal estándar si tiene densidad dada por

fX(x) =
1√
2π
e−x

2/2, x ∈ R

La esperanza de X es E(X) = 0 y la varianza es var(X) = 1.

• (X,Y ) tiene distribución normal bi-variada estándar de correlación ρ si X e Y tienen distribución
normal estándar y existe Z normal estándar independiente de X tal que Y = ρX +

√
1− ρ2Z. En

este caso, se tiene

E(Y |X = x) = ρx y E(Y |a < X < b) =

ρ
2π ·

(
e−a

2/2 − e−b2/2
)

Φ(b)− Φ(a)
.
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