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Ejercicio 1. [10 puntos]

Se desea estudiar el efecto de un nuevo producto en el tiempo de secado
de la pintura. Para esto se divide al azar un lote de 16 paneles pintados
en dos grupos de 8, unos reciben el tratamiento con el nuevo producto
(Tratamiento) y los otros se usan de control. Los tiempos de secado
(en horas) se muestran en el diagrama de tallos (espalda con espalda)
que está a la derecha.

Tratamiento Control
00 21

0000 22 0
0 23 0
0 24 000

25 00
26 0

Considere la hipótesis nula

H0 : El tratamiento no tiene efecto sobre el tiempo de secado

y el estad́ısticoX = (suma de respuestas en tratamiento)-(suma de respuestas en control). Se asume que el tratamiento
no aumenta el tiempo de secado de la pintura.

1. Usando la Figura 1 (ver última página), calcular el p-valor pval (Xobs). Decidir si rechazar o no H0 para el valor
umbral pu = 0.05.

2. Se considera la región de rechazo Ir(c) = (−∞, c]. Usando la Figura 1, hallar el mayor valor de c para el cual
la probabilidad de error de tipo I es a lo sumo α = 0.05. Decidir si rechazar o no H0.

Solución

1. Se considera
H0 : El tratamiento no tiene efecto sobre el tiempo de secado

y el estad́ıstico X = (suma de respuestas en tratamiento)-(suma de respuestas en control).

A partir del diagrama de tallos se obtiene que Xobs = 177− 193 = −16. Al asumir que el tratamiento
no aumenta el tiempo de secado, las opciones son que reduzca o no tenga efecto, por lo tanto nos
planteamos el test a una cola de donde pval(Xobs) = P (X ≤ Xobs) = P (X ≤ −16). De la figura 1
(distribución de aleatorización de X) se obtiene que

pval(Xobs) = P (X ≤ −16) =
44 + 9 + 2

C16
8

=
55

12870
= 0.00427 < pu = 0.05

Por lo tanto, hay evidencia para rechazar H0, es decir para afirmar que el tratamiento reduce el tiempo
de secado.

2. Consideramos la región de rechazo Ir(c) = (−∞, c] y buscamos el máximo c tal que:

α = P (error tipo I) = P (X ∈ Ir(c)|Ho) = P (X ≤ c|H0) ≤ 0.05

De la Fig. 1 se obtiene que:

• si c = −12 entonces α = 412
12870 = 0.032.

• si c = −10 entonces α = 871
12870 = 0.0646.

Por lo tanto c = −12, es decir la región de rechazo es Ir = (−∞,−12]. Dado que Xobs = −16 ∈ Ir,
entonces se rechaza H0.
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Ejercicio 2. [12 puntos]

Un fabricante A produce miles de rulemanes por d́ıa de diámetro X
(en cm) donde X = 2 + Z con Z una variable aleatoria cuya densidad
está graficada a la derecha. Sean µX = E(X) y σ2

X = var(X). Para el
control de calidad, el fabricante desecha los rulemanes que no cumplen
que |X − µX | ≤ σX . -0.2 0 0.2

1. ¿Qué proporción de producción se descarta?

2. Otro fabricante B produce rulemanes similares cuyo diámetro es Y = 2(X − 1). Hallar y graficar la densidad
de Y .

3. El fabricante B utiliza el mismo control de calidad que A para sus rulemanes (es decir, descarta aquellos que no
cumplen |Y − µY | ≤ σY ). Un cliente tiene un motor que solamente funciona con rulemanes cuyo diámetro está
entre 1.9 y 2.1 cm. ¿A qué fabricante debe comprarle?

Solución

1. La probabilidad de descartar un ruleman es P (|X − µX | > σX). Calculemos primero µX y σX :

• E (X) = E (2 + Z) = 2 + E (Z) = 2 ya que por simetŕıa de la densidad de Z es fácil ver que
E (Z) = 0.

• var (X) = var (2 + Z) = var (Z) = E
(
Z2
)
.

Para calcular E
(
Z2
)

observar que la densidad de Z está dada por:

fZ(x) =

{
−25x+ 5 si x ∈ [0, 0.2]

25x+ 5 si x ∈ [−0.2, 0]

Usamos que la altura del triángulo debe ser 5 para que la gráfica represente una densidad, es decir
tenga área 1.

Por lo tanto:

E
(
Z2
)

=

∫
R

x2fZ(x)dx =

0∫
−0.2

x2(−25x+ 5)dx+

0.2∫
0

x2(25x+ 5)dx =
1

150

De donde σX =
√

1
150 = 0.0082.

La probabilidad buscada resulta entonces:

P (|X − µX | > σX) = P (|Z| > 0.082) = 2P (Z ∈ [0.082, 0.2])

= 2
(0.2− 0.082)(−25× 0.082 + 5)

2
= 0.118× 2.95 = 0.35.

Es decir que se descartan el 35% de los rulemanes fabricados.

La manera geométrica de hacer este mismo cálculo es observar que el triángulo de lado 0.118, tiene un
área que es

(
0.118
0.2

)2
= 0.35 menor.

2. Y = 2X − 2 = 2(2 + Z)− 2 = 2Z + 2 = g(Z) con g(x) = 2x+ 2. Es decir que Y se obtiene como un
cambio de variable lineal de Z con a = b = 2 y tenemos que:

fY (y) =
1

2
fZ

(
y − 2

2

)
=


1
2

(
−25y−22 + 5

)
si y−2

2 ∈ [0, 0.2],

1
2

(
25y−22 + 5

)
si y−2

2 ∈ [−0.2, 0].

Es decir,

fY (y) =

{
−25
4 y + 15 si y ∈ [2, 2.4],

25
4 y − 10 siy ∈ [1.6, 2].

Grafica de la densidad de Y : como esperamos la gráfica de la densidad de Y se obtiene con una
traslación y un cambio de escala de la densidad de Z.
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1.6 2 2.4

En este caso la altura del triángulo resulta ser 5/2.

También se puede transformar primero el triángulo, haciendo el cambio de escala y la traslación y
calcular la densidad a partir del mismo.

3. Sean DX y DY los sucesos:

• DX = {el ruleman del fabricante A no fue descartado}
• DY = {el ruleman del fabricante B no fue descartado}

Lo que nos interesa comparar es P (X ∈ [1.9, 2.1]|DX) con P (Y ∈ [1.9, 2.1]|DY ), es decir de los
rulemanes que fueron puestos a la venta cuál tiene mayor probabilidad de cumplir que el diámetro
esté entre 1.9 y 2.1

Observar primero que en la parte 1, calculamos P (Dc
X) = P (|Z| > 0.082) = 0.35. Además utilizando el

mismo criterio para descartar rulemanes, tenemos que la probabilidad de que el fabricante B descarte
un ruleman es P (Dc

Y ) = P (|Y − µY | > σY ) donde µY = 2µX − 2 = 2 y var (Y ) = 4var (X) = 4
150 (es

decir σY =
√

4
150 = 2σX = 0.16). En este caso, tenemos que la probabilidad de descarte coincide para

ambos fabricantes ya que:

P (Dc
Y ) = P (|2X − 2− 2| > 2σX) = P (|X − 2| > σX) = P (|Z| > σX) = P (|Z| > 0.082) = 0.35.

Finalmente observemos que el suceso {X ∈ [1.9, 2.1]} = {Z ∈ [−0.1, 0.1]} ⊃ DX . Por lo tanto la
probabilidad de que un ruleman no descartado por el fabricante X cumpla la condición de interés es
1.

Por otro lado, el suceso {Y ∈ [1.9, 2.1]} = {2Z + 2 ∈ [1.9, 2.1]} = {Z ∈ [−0.05, 0.05]}, es decir que
{Y ∈ [1.9, 2.1]} ∩DY 6= ∅. Por lo tanto habrá una proporción de los no descartados que no cumplen
con la condición de interés.

Es por esto que preferimos comprarle al fabricante A.

Podemos también hacer el cálculo exacto de las probabilidades deseada, obteniendo:

P (Y ∈ [1.9, 2.1]|DY ) =
P (Z ∈ [−0.05, 0.05] ∩ |Z| ≤ 0.082)

P (DY )
=
P (Z ∈ [−0.05, 0.05])

P (DY )

=
1− 2P (Z > 0.05)

P (DY )
=

1− 0.5625

0.75
= 0.64.

donde P (Z > 0.05) la calculamos usando el área del triángulo correspondiente a dicho suceso.

Ejercicio 3. [10 puntos]

Ana y Beto acuerdan en encontrarse a las 12 del mediod́ıa para almorzar. Ana llega a una hora con distribución
normal de media 12:00 pm y desv́ıo estándar 5 min. Beto llega a una hora con distribución normal de media 12:02 pm
y desv́ıo estándar 3 min. Asumiendo que la hora de llegada de Ana y Beto son independientes, calcular la probabilidad
de que:

1. Ana llegue antes que Beto.

2. La hora de llegada de Ana y Beto no difiera en más de 3 minutos.

Solución
Sea X el tiempo de llegada de Ana e Y el tiempo de llegada de Beto. Si utilizamos como unidad los

minutos y nos fijamos el cero como las 12.00, resulta que X ∼ N (0, 52) e Y ∼ N (2, 32). Además se asume
que son independientes.
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1. P ( Ana llegue antes que Beto) = P (X < Y ) = P (X − Y < 0)

Por ser X e Y independientes resulta que la combinación lineal D = X−Y también tiene distribucıón
Normal con parámetros µ = 0 − 2 = −2 y σ2 = 52 + 33 = 34 (es decir σ = 5.83). Normalizando

tenemos que D−(−2)
5.83 = D+2

5.83 ∼ N (0, 1).

Por lo tanto:

P (X − Y < 0) = P

(
D + 2

5.83
<

2

5.83

)
= Φ(0.34) = 0.6331.

2. Nos piden P (|X − Y | < 3):

P (|X − Y | < 3) = P (−3 < D < 3) = P

(
−1

5.83
<
D + 2

5.83
<

5

5.83

)
= Φ(0.86)− Φ(−0.17)

= Φ(0.86) + Φ(−0.17)− 1 = 0.8051 + 0.5675− 1 = 0.3726.

Ejercicio 4. [10 puntos]

Un estudio indica que la elasticidad (en MPa) y la densidad (en g/cm3) de un tipo de goma se ajustan al modelo
normal bi-variado. La siguiente tabla indica la estimación de sus parámetros:

Densidad media: 1 desv́ıo: 0.2
Elasticidad media: 100 desv́ıo: 8

correlación: -0.8

1. Se dispone de un ejemplar de goma cuya densidad es 0.75. ¿En cuánto estimaŕıas su elasticidad?

2. Para el ejemplar de la parte anterior, dar un intervalo centrado en el pronóstico que contenga su elasticidad con
probabilidad 0.95.

3. Se dispone de un ejemplar de goma cuya densidad se sabe es mayor que 0.8. Estimar su elasticidad.

Solución
Sea X la densidad de la goma e Y la elasticidad. Tenemos entonces que:

• X ∼ N (µX , σ
2
X) con µX = 1 y σX = 0.2.

• Y ∼ N (µY , σ
2
Y ) con µY = 100 y σY = 8.

• Coeficiente de correlación: ρ = −0.8.

1. Sean U = X−µX
σX

= X−1
0.2 = 5(X − 1) y V = Y−µY

σY
= Y−100

8 . Entonces (U, V ) es una normal bivariada
estándar con correlación ρ = −0.8 y sabemos que E (V |U = u) = ρu.

Sabiendo que la densidad es X = 0.75, resulta que U = 5(0.75 − 1) = −1.25 y por lo tanto
E (V |U = −1.25) = −0.8 × −1.25 = 1. Volviendo a normalizar, tenemos que la predicción para la
elasticidad es E (Y |X = 0.75) = 8× 1 + 100 = 108

2. Buscamos un intervalo I = [108 − ε, 108 + ε] tal que P (Y ∈ I|X = 0.75) = P (|Y − 108| < ε|X =
0.75) = 0.95:

Observar que por definición:

Y − 108 = Y −E (Y |X = 0.75) = σY V + µY − (σY ρU + µY ) = σY (V − ρU) = σY
√

1− ρ2Z

con Z normal estándar independiente de U . Por lo tanto, ε tiene que ser tal que:

P (Y ∈ I|X = 0.75) = P (|σY
√

1− ρ2Z| < ε|U = −1.25) = P

(
|Z| < ε

8
√

1− (0.8)2

)
= 0.95

donde en la penúltima igualdad usamos que U y Z son independientes.

Utilizando al tabla de la normal “al revés” resulta que ε
8
√
0.36

= 1.96, de donde ε = 1.96× 4.8 = 9.41.

El intervalo resulta entonces I = [108− 9.41, 108 + 9.41] = [98.6, 117.4].
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3. Tenemos que calcular E (Y |X > 0.8) = E (8V + 100|U > −1) = 8E (V |U > −1) + 100.

Utilizaremos el siguiente resultado: si (U, V ) normal bivariada estándar con correlación ρ entonces,

E (V |a < U < b) =

ρ√
2π
·
(
e−a

2/2 − e−b2/2
)

Φ(b)− Φ(a)

En este caso a = −1 y b = +∞, de donde e−b
2/2 = 0 y Φ(b) = 1, es decir:

E (V |U > −1) =

−0.8√
2π
· e−1/2

1− Φ(−1)
=
−0.8e−1/2√

2πΦ(1)
=
−0.8e−1/2√

2π0.8413
= −0.23.

Resulta entonces que la predicción es E (Y |X > 0.8) = −8× 0.23 + 100 = 98.16.

Ejercicio 5. [10 puntos]

Sea X una variable aleatoria con la siguiente densidad de probabilidad:

f(x) =
1

2σ
e−|x|/σ, x ∈ R.

Sea X1, . . . , Xn un muestreo aleatorio de X.

1. Hallar σ̂ el estimador de máxima verosimilitud de σ.

2. Calcular el sesgo de σ̂.

Solución

1. Consideremos la función de verosilimitul L(σ) =
n∏
i=1

f(Xi):

L(σ) =
n∏
i=1

1

2σ
e−

|Xi|
σ =

1

(2σ)n
e−

n∑
i=1

|Xi|

σ

Aplicando logaritmo:

l(σ) = log(L(σ)) = −n log(2σ)−

n∑
i=1
|Xi|

σ

Derivando respecto a σ:

l′(σ) = −n 2

2σ
+

n∑
i=1
|Xi|

σ2
= 0 si σ̂ =

1

n

n∑
i=1

|Xi|

Estudiando el signo de l′(σ) resulta además que σ̂ es un máximo. Por lo tanto el estimador de máxima
verosimilitud de σ resulta ser:

σ̂ =
1

n

n∑
i=1

|Xi|.

2.

E (σ̂) = E

(
1

n

n∑
i=1

|Xi|

)
=

1

n

n∑
i=1

E (|Xi|) = E (|Xi|) =

∫ ∞
−∞
|x|e

− |x|
σ

2σ
dx = 2

∫ ∞
0

x
e−

x
σ

2σ
dx = σ

Por lo tanto sesgo(σ̂) = E (σ̂)− σ = 0.

Otra forma de calcular E(|Xi|) es observando que |Xi| es una v.a. exponencial de parmetro 1
σ .
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Ejercicio 6. [8 puntos]

1. Sea X una variable aleatoria con densidad fX y sea g : R→ R estrictamente creciente y derivable. Probar que
la densidad de la variable aleatoria Y = g(X) está dada por fY (y) = 1

dy/dxfX(x) con y = g(x).

2. Sean X e Y variables aleatorias con distribución normal bi-variada estándar de correlación ρ. Probar que la
función de regresión de Y en función de X, es decir F (x) = E (Y |X = x), está dada por F (x) = ρx.

Solución

1. Queremos calcular la función de densidad fY (y) para y en el rango de Y . Para un intervalo in-
finitesimal dy alrededor de y, el evento {Y ∈ dy} es idéntico al evento {X ∈ dx}, donde dx es un
intervalo infinitesimal alrededor del único x tal que y = g(x). Dicho x es único ya que la función g es
estrictamente creciente. Obtenemos entonces que:

P (Y ∈ dy) = P (X ∈ dx) con y = g(x).

Esta igualdad se traduce en términos de densidades en

fY (y)dy = fX(x)dx,

y por lo tanto

fY (y) = fX(x)
dx

dy
=

1

dy/dx
fX(x) con y = g(x).

Otra forma de demostrarlo es usando la función de distribución, es decir:

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P (X ≤ g−1(y)) = FX(g−1(y))

donde hemos usando que g es invertible y estrictamente creciente para que mantenga la desigualdad.
Derivando la función de distribución obtenemos la densidad:

fY (y) = F ′Y (y) = F ′X(g−1(y))(g−1(y))′ = fX(g−1(y))
1

g′(y)

Considerando que y = g(x) tenemos la equivalencia con la fórmula anterior.

2. (X,Y ) es normal bi-variada estándar de correlación ρ, es decir que existe Z normal estándar indepen-
diente de X tal que Y = ρX +

√
1− ρ2Z.

Queremos calcular la función de regresión de Y en función de X, es decir F (x) = E (Y |X = x). Para
esto calculemos la distribución condicional de Y al evento X = x.

Dado que X = x resulta que Y = ρx +
√

1− ρ2Z normalización de Z normal estándar, es decir que
Y |X=x ∼ N (ρx, 1− ρ2).
Por lo tanto F (x) = E (Y |X = x) = ρx.

Otra forma de demostralo es por cálculo directo de la densidad condicional:

E (Y |X = x) = E
(
ρX +

√
1− ρ2Z|X = x

)
= E

(
ρx+

√
1− ρ2Z|X = x

)
ρx+

√
1− ρ2E (Z|X = x) = ρx+

√
1− ρ2E (Z) = ρx

en donde en la penúltima igualdad hemos usado el hecho de que Z y X son independientes, y en la
última que E (Z) = 0.
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Distribucion de aleatorizacion de X (Ejercicio 1)

Valor de X

-20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2 9 44

10
7

25
0

45
9

74
4

10
55

13
72

15
65 16
56

15
65

13
72

10
55

74
4

45
9

25
0

10
7

44 9 2

Figure 1: Distribución de aleatorización de X para usar en el Ejercicio 1.

Tabla de la normal estándar
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Definiciones y fórmulas que pueden ser útiles

• X tiene distribución uniforme en [a, b] si tiene densidad dada por

fX(x) =

{
1/(b− a) si x ∈ [a, b];

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = (a+ b)/2 y la varianza es var(X) = (b− a)2/12.

• X tiene distribución exponencial de parámetro λ si tiene densidad dada por

fX(x) =

{
λe−λx si x > 0;

0 si no.

La esperanza de X es E(X) = 1/λ y la varianza es var(X) = 1/λ2.

• X tiene distribución normal estándar si tiene densidad dada por

fX(x) =
1√
2π
e−x

2/2, x ∈ R

La esperanza de X es E(X) = 0 y la varianza es var(X) = 1.

• (X,Y ) tiene distribución normal bi-variada estándar de correlación ρ si X e Y tienen distribución
normal estándar y existe Z normal estándar independiente de X tal que Y = ρX +

√
1− ρ2Z. En

este caso, se tiene

E(Y |X = x) = ρx y E(Y |a < X < b) =

ρ√
2π
·
(
e−a

2/2 − e−b2/2
)

Φ(b)− Φ(a)
.
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