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Problema 1 (6 puntos)
a. Enuncie de forma precisa las definiciones de sistemay de sistema causal.
b. Para el sistema i/, ), S dado por
U=Au:[te, +o0) = R}, YV ={y: [tc, +00) = R},

y(t) = / h(t — oYu(o)do, Vit > to, Yu € U,
te
establezca las condiciones que debe cumplir 4 : [t., +o0) — R para que el sistema sea causal.

Problema 2 (10 puntos)

El dispositivo de la figura 1 es una gria movil, consistente de un carro, de masa M., que se
mueve sobre rieles horizontales, del que cuelga un gancho, de masa puntual 1/,, a través de una
barra articulada de longitud . Se despreciara la masa de esta barra, asi como el rozamiento, entre
el carro y los rieles, y en la articulacién de la barra. Sobre el carro se ejerce una fuerza v = uj.

Figura 1: Gria movil.

La aceleracion del gancho con respecto al punto fijo O es:
(isen ¢ — lgb2) ép+ (jJcosp + 1) ey,

donde ¢, = cos pi +sen ]y é, = — sen pi + cos ¢j. Aplicando la segunda ley de Newton al gancho y
proyectando segun ¢, y é,, se obtienen las siguientes ecuaciones:

Mgygcosp — F = M, (ysengo—lgb?),
—Mggsenp = Mg (jcosp +15),

siendo —F'¢, la fuerza que ejerce la barra sobre el gancho.



1. Aplique la segunda ley de Newton al carro y deduzca la siguiente representacion en variables

de estado para el sistema de entrada u y salida [y ] T

Y Y
u+Mggsengpcosgp+Mglgb2 sen ¢
a Y| _ Mc+Mg sen? ¢
3 — g
¥ P
. g _ u cos p+Mgg sen ¢ cos? p+Mglp? sen ¢ cos @
Re 1 Seny I(Mc+Mg sen? o)
Y
y 100 0]y
%) 0 0 1 0f e
\ ¢

2. Para u = 0 constante, halle todos los puntos de equilibrio. Linealice la representacion hallada
en la parte anterior en torno a un punto de equilibrio para el cual ¢ = 0.

3. Dibuje un diagrama de bloques para la linealizacion de la parte anterior.

4. Considere el subsistema del gancho, es decir:

-n [ o

Calcule la matriz de transicion de estado de este subsistema, e1t.



Problema 3 (8 puntos)

El diagrama de bloques de la figura 2 representa un servomecanismo. La posicion angular del eje
de un motor de corriente continua, 0, es controlada mediante un controlador proporcional-derivativo
(PD) analdgico en el lazo de realimentacién, de forma tal de seguir aproximadamente a la senal de
referencia 6,.

Motor

+ G
0, K, O TsiD) 4

Controlador PD
K. (14 Tys)

Figura 2: Diagrama de bloques de un servomecanismo.

Los valores de los parametros G y T (positivos) del modelo del motor son conocidos.
Se requiere que el sistema de entrada 6, y salida # presente:

a) una respuesta a escalén subamortiguada con tiempo de establecimiento al 2% menor a t5™°, y

b) un error de seguimiento asintético menor a e’ ante una entrada en forma de rampa con

pendiente unitaria.

1. Halle las condiciones que deben verificar K,, K. y Ty (positivos) para que se verifiquen los
requerimientos. Justifique detalladamente. Si utiliza alguna aproximacion, explicitela.

2. Suponiendo que G = 0,25rads ! V=1, T = 0,55, t:° = 3T y e5? = 0,5rad, elija valores para
K,, K.y T, de forma tal de cumplir las condiciones halladas en la parte anterior y evalle el
sobretiro resultante en la respuesta a escalén.

3. Suponga que los valores de K., K., y Ty se ajustaron segun se determiné en la parte anterior,
excepto por K., que quedd ajustado ajustado un 1% por encima del valor determinado. Evalte
el error de seguimiento asintético ante las siguientes entradas:

= escaldon de amplitud unitaria, y
= rampa de pendiente unitaria.

¢ Qué observacion le merecen estos resultados con respecto al diseno del servomecanismo en
relacion al cumplimiento del requerimiento b)?



Problema 4 (6 puntos)

El sistema representado en la figura 3 ilustra un sistema automatico de seguimiento. El objetivo
es que la salida y(t) siga la referencia r(t) lo mejor posible. Consta de un servomotor P(s) y un
controlador C(s) interconectados segun la figura 3. Las transferencias son

1 1

Pls) =575 ¢

conT > 0,17 > 0.

J—FOiPC—UhPy

Figura 3: Sistema de control.

1. Calcule el valor asintético de y(t) y e(t) cuando r(¢) es un escalén unitario.

2. El objetivo de seguimiento es acercarse a menos del 5 % de la referencia escalon y permanecer
en esa franja con una velocidad [j(t)| < vmaa, todo eso en un tiempo menor a 7., dado.
Obtenga las condiciones que deben cumplir 77 y T para lograr el objetivo de control. Si usa
hipétesis simplificativas para el calculo explicitelas.



Solucidn del problema 1

a. Enuncie de forma precisa las definiciones de sistema y de sistema causal. Véase material del
curso tedrico.

b. Para el sistema U4/, ), S dado por
U={u:lt,+00) = R}, Y ={y: [te, +o0) — R}.

y(t) = /t OO h(t — oyu(o)do, Yt > 1.

establezca las condiciones que debe cumplir 4 : [t.,+00) — R para que el sistema sea causal.
Escribase

y(t) = /t coo h(t — o)u(o)do = /t j h(t — o)u(o)do + /t " h(t — o)ulo)do.

Notese que el segundo sumando necesita, en principio, informacion futura de la entrada (u(o),
VYo > t) para ser calculado. Para evitarlo y, por lo tanto, preservar la causalidad, se requiere
h(t—0)=0 Vo>t
que equivale a
h(c) =0 Vo <O.

Solucion del problema 2

Parte 1
Son dadas las siguientes ecuaciones:
Mgygcosp — F = M, (g'jsemp—lgbz), (1)
—Mggseng = My (jcos g + 1) . (2)

Aplicando la segunda ley de Newton al carro y proyectando segun j:
u+ Fsenp = M.j. (3)
Despejando F' de (1) para sustituirla en (3)
u + Mygsen ¢ cos @ — ngsen2gp+Mglgb2 sen ¢ = M. j. (4)
Despejando i de esta Ultima ecuacion:

u + Mygsen pcos @ + Mylp? sen ¢
M. + Mysen? ¢ ’

Sustituyendo 4 en (2) y despejando ¢:

ucos p + Mygsen p cos? ¢ + M,ylp? sen ¢ cos ¢
L (M. + Mysen? p) )

A partir de (5) y (6), se construye la siguiente representacion en variables de estado, para el sistema

de entrada u y salida [y ]

(6)

. g
p=—7senp—

Y u+Mggsen p cogsjap—i-Mglc,b2 sen ¢
d |Y _ Mc+Mgsen? ¢
! 4 QD 2 2 |
_(,b f%senap . ucos<p+Mggls(e]r\1/[gcoJ(;c])\s49i;]2\4;§<p Sen ¢ cos ¢ (7)
)
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el |00 1 0]|¢
¢




Parte 2
Los puntos de equilibrio son las soluciones de:
Y
u+Mgg sen ¢ cos <p+Mglgb2 sen
M:+Mg sen? ¢
¥

g U COS g0+Mggsencpcos2 <p+Mglgb2 Sen ¢ cos ¢
—Zsenp — , 5 .
l {(Mc+Mg sen? @)

o o o o

Para u = 0 constante, el conjunto de puntos de equilibrio es:
{lv 9 ¢ ¢ y=w,9=0 0=hm ¢$=0, Yo € [Ymin, Ymax) SR, h € Z},

donde [ymin, Ymax) €S €l intervalo de posiciones en el que puede moverse el carro.
Seanug 2 0yzg=[yo 0 0 0], donde yo € [y, Ymax]- Linealizando (7) en torno a (z, uo):

7 01 MO 0] |y 0
ool 00 TRy 01 1], | = u]
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i, 00 0 1 | 0
gl 100 —g(1+5E) of ¢ |-k
B
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gl (1 00 0] |y
ol 10 0 1 0f |¢|’
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\ C ¥
donde § £ y — .
Parte 3
- 1Y Y .
u O M. / / Y
+
gMg
g (Mg + M)
- - 1 90 QO
O M, / / ¥
Parte 4

Seaw £ /4 (1 + %) El subsistema del gancho esta regido por la siguiente ley de evolucion

ald =L ) v

A By

de estado:




La matriz de transicién de estado de este subsistema es:
et = o1 {(SI - Al)_l} .

Calculando la matriz inversa de sI — A; mediante el método de la matriz adjunta:

S

-1
(s —Ay) = [wz s ] ,det (s — Ay) = 5% + w2,

o

s —W217
adj(sI —Ay)  [1 s

oAyt = 2 = =
(s ) det (s — A1)  det(sI— Ay) det(sI— Ap)
_s 1 s 1 w
_ 1 |: S ) 1:| _ 82+L%2 82+0J2 — |: 52+UJ2 WS2+OJ2:| )
P [-w s |t 2| ety me
Antitransformando:

St _ ool {(SI—Al)_l} _ [ cos(wt)  Lsen (wt)} 1(0).

—wsen (wt)  cos (wt)

donde 1(t) es la funcién escalon de Heaviside.

Solucion del problema 3

Parte 1
La funcion de transferencia de lazo cerrado es:
G .
Hl (8) . H(S) - K 5(T3+1) _ % _ %w%
- =K, _ _ ’
c 0, (s) Lt oy e (1 + Tys) 824 2GR G 52+ 2wns +wj
donde
GK. ¢ 1+GK Ty
Wn = = .
" T 20/GK. T

Se requiere que la respuesta a escalon de H;.(s) sea subamortiguada. Por lo tanto, debe cum-

plirse 0 < ¢ < 1, es decir:
1+ GK 1y

2VGK T

Tomando K.y T, (positivos) de forma tal que se verifique (8), los polos de H;.(s) son:

—Cwp £ Jwn V1-— C27

0< <1 (8)

ambos con parte real negativa.

Se requiere que el tiempo de asentamiento al 2% de la respuesta a escalén, t2%, sea menor a
t3"P. Utilizando la aproximacion 2% ~ - Vélida para 0 < ¢ < 0,8, este requerimiento se puede
expresar como:

4 < 5P
Cwp — °

Como (w,, = FEE1a |a (jltima desigualdad es equivalente a
2T

4 1+GK. Iy

15UP < oT (9)

Para que sea valida la aproximacion utilizada para el tiempo de establecimiento, se requiere ademas:
1+GK. Iy
2vGK T

7

0< <08. (10)



Se requiere que el error de seguimiento asintético ante una entrada en forma de rampa con pendiente
unitaria sea menor a es.”. Para que esto sea posible, el sistema de entrada 6, y salida 6 debe ser de

tipo mayor o igual que 1. Sea H,,(s) tal que Hia(s) H,.(s), entonces,
1+Hla(s)

H, (8) _ ch(s) _ % )
a 1 — Hi(s) 32+%5+%(Kc*-}(r)

Para que H,.(s) sea de tipo mayor o igual que 1, H;,(s) debe tener al menos un polo en s = 0. Por
lo tanto, debe cumplirse:
K, = K,. (11)

Si se cumple (11) y los polos de H;.(s) tienen parte real negativa, el error de seguimiento asintético
ante una entrada en forma de rampa con pendiente p = 1rad/s es ™2 = -, donde K, es la
constante de error de velocidad estatica de H;.(s):

o _ oK,
Lj{%_urGKch'

K, = lim sH, =
v Sl_}I%S la(s)

Como se requiere M2 — - < <3P, debe verificarse:

1+ GK Ty < eooP
GK, p

(12)

Entonces, las condiciones que deben verificar K., K.y T, (positivos) para que se verifiquen los
requerimientos son: (8), (9),(10), (11) y (12), que se pueden expresar de la siguiente manera:

KT‘ = Km
t%E{; <1+ T;GK, < min {%x/TGKC, %GKC} , donde p=1rad/s.

Parte 2

ParaT = 0,55, t5° =37 = 1,55y es’ = 0,5rad, las condiciones

8T 8 P
5 < 1 + T;GK, < min {5\/JTKC, ej:GKC}

S

de la parte anterior toman la siguiente forma:

8 4
3<1+Td:p<min{5\/2x, ;}, (13)

donde z = GK,, siendo G = 0,25 rads~! V1. Estudiando graficamente las condiciones anteriores se
observa que alcanza con elegir T, suficientemente pequefio para encontrar soluciones. Por ejemplo,
tomando 7, = 0,2s, la representacion grafica de = — 1 + Tyz queda de la siguiente forma con
respecto a las graficas de = — 22z, 2 — Ly z — §:



0 T T T T T

0 5 10 15 20 25 30
x (s71)
Tomando = = 10s~! se verifica (13). Si x = 10s™!, entonces K, = 105—1 = 40V /rad. Por otro

lado, segun la parte anterior, también se debe verificar K, = K., por lo que una eleccién posible
para los valores de los parametros K., K.y T, es:

’Kr =K,=40V/rad y T;=02s.

Para esta eleccién,
_ 1+ GK.Ty

¢ 2v/GK.T

~ 0,671,

por lo que el sobretiro es:

__ 7
MJ* =100e Vi-& ~58%.

Parte 3

SiTy=0.2s, K.=40V/rady % = 1,01, el sistema, de entrada 6, y salida ¢, ya no es de tipo 1,
sino que es de tipo 0, porque, como K, # K., la funcién de transferencia

GK,
T

2+ HClis 4 G (K, - K,)

Hi,(s) =

no tiene polos en s = 0.
Sea e(t) = 0,(t) — 6(t). Se tiene lo siguiente:

= Ante una entrada en forma de escalén de amplitud unitaria,

1 1
{ = = = — 1
tliglo e(t) T K = 0,01 rad,




Ky
{ KT‘ — K.
yaque K, = lims0 Hio(s) = 2% = 1_1(&

Ke

= Ante una entrada 6, en forma de rampa,

I =
Jim fe(t)] = oo,

porque un sistema de tipo 0 no es capaz de seguir una rampa con error asintético finito. Es

mas,
B 1 1 [ 1 Hi(0)
, o 1 B 4 _ ¥ 1) 27 et
Jim ) = i 27 {1 o) 3 0 = tim £ {00 )
1— & K

— 11 -1 7& = i — T _

= hm e { 2t }<t> - (5 1)

= —00.

A partir de estos resultados se observa que el disefio no es robusto con respecto al cumplimiento
del requerimiento b).

Solucion del Problema 4

Parte 1
Con ) )
P(s) = 1+Ts; C(s) = ﬁ’
tenemos que
Y (s) PC 1

R(s) 1+ PC TIis2+Trs+ 1

que como tiene todos sus coeficientes positivos tiene todos sus polos con parte real negativa.

Ademas
E(s) 1

R(s) 1+ PC’

1 1
B(s)=-—~
(5) s1+ PC’
— Ym 1 — K L
Coo = ST+ PC 52014 PC

0.

Asi,
1.Yyoo = 15 eo = 0.

Parte 2

Y(s)

La transferencia I50)

es exactamente la transferencia tipo de un sistema de segundo orden con

1 1
Wp = ——, 2Cw, = —. 14
El primer requisito es exactamente igual a exigir tiempo de establecimiento al 5 % menor o igual
a Teq:
ls < Tseg-

Apelando a la aproximacién ¢; = -, vélida para ¢ < 0,6, tenemos

3 ey
o< T < 1
G =00 T =6 (15)
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Por otro lado, la derivada de la salida es

2

w
Y(s) = n
Y (s) $2 + 2Cwns + w2
w2
y(t) = ———e~rtsin(w, /1 — C2t).

/i@

Si nos quedamos con la envolvente de esta funcion, el Gltimo requisito |y(t)| < vma. S€ puede escribir

2
w

n —Cwn T
e C n seg<,Umam’

V1—¢2 B
que lleva a la ultima condicion

(/.)2 T .
s < e(wn I Vmaz < 63'Umanu-

Sustituyendo w,, y ¢ con la ayuda de (14)

T e 6
TIT 1—-=)> )
( T ) Umazx
y
—6
T —T? > ,
Umax

que junto a la expresion (15) completa la respuesta a la parte 2.
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