Considere el siguiente sistema, representado por las siguientes relaciones entrada-salida

u(t) y(t)
—> S >

t—o+1

t
1) y(©) = [do
0

t
2) yt) = [—2—do

o (t—ot+1)’

3) yO=u(et+ B cond<a<il 0<pB<1ctes

Para cada uno de estos, justifique:
¢Es el sistema causal?

¢Es el sistema lineal?

Solucion
1)

e Elsistema es lineal pues cumple con la definicién
S[A. u (t) + B. uz(t)] = A.S[ul(t)] + B.S[u, ()]

e Elsistema es causal. Sean:
u, = u[to, tl] + rl[tl, o)

u = u[to, tl] + rz[tl, o)

Se cumple que

t—o+1

t
L © ' e
(1) = [ do = [ do

t
4 _u(©)

yz(tl) = f t—zcr+1 dG = { t—o+1 dG
0 0




2)

3)

El sistema es lineal pues cumple con la definicion
S[A.u (&) + B.uy(®)] = A.S[u, ()] + B.S[u,(6)]

El sistema es causal. Sean:
u = u[tO, tl] + 7 [t, )

u = u[tO, tl] +7,[t,, )

Se cumple que

t t
1 u (o) ! (o)
t)=[——do = [—==d
yl( 1) tf(t—c+1)2 © tf(t—c+1)2 ©
0 0

u_(o) g
yz(tl) = [——do=[—42 45

L (t—o+1) L (t—o+D)’
0

El sistema es lineal pues cumple con la definicion
S[A.u (&) + B.u(®)] = A.S[u,(©)] + B.S[u,(6)]

El sistema NO es causal. Sean:
u, = uft, 0]+ 7 [0,00)

W= u[to’ 0] + r2[0, %)
Se cumple que
¥, =u(a 0+ B)=r(p)

y,(0)=u(a 0 + B)=7,(B)
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Solucidn del problema 4
1
A partir de las ecuaciones diferenciales

dx dy

() = k() — ax(t) + g(0), (1) = 1x(t) — By(t) + h(o)

se construye el siguiente diagrama de blouges del sistema:

o |-
=
g J -
_I_
k:><
l
+ Y+
h Ik -y

La siguiente es una posible representacion en variables de estado del sistema:

-0 AL G AR

} A B
x| (1 0] |z
y| [0 1] [y]’
- ——
C
donde se introdujeron las matrices A, By C.
La matriz de transferencia del sistema es:
s+ p k
_ _ f(sI—A)T l s+ a
M(s) = C (sl — A)"L B = (sl — 4L = [© - ,
(s) ( ) ( ) ) )

donde p(s) = det (sI — A) = s2 + (o + 3) s + a3 — ki es el polinomio caracteristico de la matriz A.

3a

Q

Como [g(t) h(t)]T = [g0 ho| parat > 0,latransformada de Laplace de la entrada es |
Ademas se tiene que z(0) = y(0) = 0. La transformada de Laplace de la respuesta, [z(t) y

>t

t)]T, es

~—~ 0

g0

Efg))] _C(sT— A) [‘;Egﬂ OG- A B [ZO] ~(sT— A) [h} .

S S



Aplicando el teorema del valor final:

[s +8 k ] [5 k:] [Bgo + kho]
, :E(t) Y _1 %0 o l S+« go| l « go| lg() + ahg
Ll [y(t)] N ll—%s (sT—4) [20] N £1—>0 p(s) [ho} — p(0) [ho} - aB—kl

Para que exista el limite en el tiempo y sea aplicable el teorema del valor final, todas las raices de p(s)

deben tener parte real negativa. Las raices de p(s) son w donde A = (a + 8)*—4 (af — k).
Como «a, 3,k, 1 >0y

A= (a+pB)*—4(af —kl) = (a—B)*+ 4k,

se tiene que A > 0, por lo que las dos raices de p(s) son reales. Para que ambas raices tengan
parte real negativa, debe cumplirse que — (a + ) +v/A < 0, 0 equivalentemente,

05— >0) g

pero como A = (« +6)2 — 4 (af —kl) > 0, también debe cumplirse o + 5 > 2y/a3 — kI donde

aﬂ — kI > 0, entonces:
EEED @

Las condiciones (1) y (2) también se podian haber obtenido aplicando el criterio de estabilidad
de Routh-Hurwitz al polinomio p(s).

3b

Segun el célculo de la parte anterior,

Bgo+kh
lim ‘T(t) — cgu%—klo
t—oo y(t) lgot+ahg | *

af—kl

3c

La respuesta transitoria presenta oscilaciones si y solo si alguna raiz de p(s) tiene parte imagi-
naria no nula. Como A > 0, las dos raices de p(s) son reales, por lo tanto, no ocurren oscilaciones
en el mediano plazo.

4

Para t > 0, como la entrada es nula, la respuesta del sistema es su respuesta natural:
37(75)] At [1’(0)} At [m(O)}
=Ce =e .
[y(t) y(0) y(0)

Solo resta hallar la matriz de transicion de estado, e, y el estado inicial, [z(0) y(0)]".
La matriz de transicion de estado es:

0 s+«
(s+a)(s+p)

[s+ﬁ k }

At — £ {(51 - A)—l} (t) = £}

donde se hizo uso de que I = 0y por lo tanto p(s) = s> + (a+ B) s + aB — kl = (s + a) (s + ).
Como se verifican la condiciones de la parte 3a, el estado inicial [z(0) y(O)]T no es mas que
el estado en régimen estacionario (hallado en la parte 3b) correspondiente a la entrada constante

[ho go]".
Luego, para t > 0:
z(t) _ oot ﬁ(efﬁt_efat) ﬁgoo:rﬁkho
y(t) 0 e Pt ol
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