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METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Supongamos que tenemos un modelo de un sistema fisico descrito por una funcién y =
f(x;a,b,c,...), donde a, b, ¢, etc. son parametros, y un conjunto de medidas experimentales
del sistema fisico (x;,y;). El problema entonces, es determinar los pardmetros a, b, ¢, ..., que
hagan que la funcién se ajuste lo mejor posible a los datos adquiridos. Tenemos que definir o
convenir qué significa “ajustar lo mejor posible”. Para ello, buscaremos minimizar la suma de
los cuadrados de las “distancias” (ver fig.) entre los puntos experimentales y la curva tedrica.
Esto es:
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Para minimizar esta funcidén con respecto a los pardmetros, buscaremos los valores de los
pardmetros d,in, bmin, Cmin, ---, que cumplan:

03 (yi — fzia,b,¢,..))?

da =0
2
O, (i~ lrsabo )l @)
ob -

y asi para los otros parametros (esta condicién es andloga a la que debe satisfacer una
funcién de una variable, f(z), para presentar un extremo en x = x; la derivada en este punto
debe ser nula: f'(xy) = 0). Los valores que obtengamos del sistema de ecuaciones 2 seran los
valores buscados.

Vamos a ilustrar ahora lo anterior con un ejemplo. Supongamos que modelamos la relacién
entre dos magnitudes x e y por:

y= f(xz;a,b) =ax+0b (3)

En general no existirdn valores de a y b que logren que la recta por ellos definida pase por
todos los puntos medidos, debido a los diferentes tipos de errores cometidos al medir.

El problema es entonces, dado el conjunto de medidas (x;,y;), con ¢ = 1,2, ..., n; evaluar
del mejor modo posible los pardmetros a y b, de manera de obtener la recta que mejor se
aproxime a todos los puntos.

Sea entonces una recta de coeficientes a y b como se observa en la figura. Llamemos
Yiteo @ la ordenada en el punto de la recta que tiene abscisa x; y cumple la relacién tedrica:
Yiteo = ax; + b. La distancia que hay de ese punto al valor medio serd E; =| ¥; — Yiteo |-
Tomaremos entonces como una buena estimacién de la desviacién de las observaciones con
respecto a esta recta, el valor:
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DoEF=) (v~ (axi + b)) (4)

donde 4 es un caso particular de 1. Observe que es funcién solamente de a y b, porque los

x; € y; son conocidos.
Los valores de a y b para los cuales esta expresiéon es minima son aquellos que cumplen:
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de donde, sustituyendo por 4 y resolviendo estas ecuaciones obtenemos:
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Se sugiere al estudiante verificar estos resultados.

Veamos ahora cémo saber en forma cuantitativa si el ajuste por el modelo lineal es bueno.
Para ello se define el coeficiente de correlacion:

. cov(z,y) (8)
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donde cov(z,y) representa la covarianza, definida por:

y 0 Yy 0y son las desviaciones cuadraticas medias de = e y respectivamente:




2
S w — Lo
=1 \%i o

y una relacién andloga para o,.

Se puede ver que por su definicion 0 <| r |< 1, y dentro de este intervalo podemos
distinguir tres casos:

» | 7 |~ 1 implica correlacién lineal fuerte (r = —1 implica una relacién lineal con
pendiente negativa).

= | r |~ 0implica correlacién nula, esto es, que las magnitudes x e y no estan relacionadas.

» 0 <|r|< 1 implica correlacién estadistica.

Las definiciones anteriores nos permiten obtener expresiones sencillas para las incertidum-
bres de a y b. Usando los resultados anteriores se llega finalmente a:

oo =|a| [(1/r*) =117 /\/(n—2) (10)

y para b:
op = 0y [(Z a:f) /n} i (11)

Ejercicio: Verifique que las siguientes relaciones se pueden llevar a una forma u = Av+ B.
Determine A y B en funcién de a y b:

1LY =bX*=logY =logb+ alog X u=1logY;v=1logX
2.V =be™ = InY =lnb+aX u=InY;v=X
3 Y =gx=>v=atq u=g;v=2X



