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Tratamiento estadistico de datos

1. Conceptos basicos - Estimadores

Cuando medimos una magnitud z una tnica vez, el valor obtenido es el resultado de la
medida, y su incertidumbre esta dada por la incertidumbre nominal Ax, que tiene en cuenta la
exactitud del instrumento, incertidumbres del método y de las operaciones. En muchas situa-
ciones nos interesa el estudio estadistico de una magnitud y realizamos para ello n mediciones
de la misma. Cada medida x es la realizacién de una variable aleatoria X con cierta densidad.
Esta variable aleatoria tiene valor esperado u = E(z) y varianza 02 = var(z) = E[(z — E(z))?].
Estos valores no dependen de las medidas especificas que se realizan y no es posible conocerlos
experimentalmente ya que para ello seria necesario analizar a toda la poblacién. Entonces se
utilizan estimadores estadisticos de los parametros que se pueden calcular a partir de las n
medidas realizadas. Supongamos que hemos hecho n medidas de una misma magnitud = con
los resultados x1, xs, ..., x,. Estas n determinaciones son una muestra de todas las posibles me-
diciones que se podrian efectuar, es decir una muestra de la poblacion. Para saber como se
distribuyen estas medidas, uno de los valores que es posible calcular es el promedio de los datos
que se define como:

1 n
T = — . 1
Zz n ;_1:% (1)

Si tomamos otra muestra de tamano n de la misma poblacién, el promedio obtenido segu-
ramente serd diferente. Sin embargo se espera que los resultados sean similares (por ejemplo,
si medimos una longitud tomando dos muestras de n valores no es muy probable que en una
ocasion el promedio sea 10 cm y en otra 40 cm).

Se define también el desvio de los datos, (S,), que describe la desviacién de las medidas
obtenidas respecto al promedio. El procedimiento para calcularla se explica a continuacion:

El desvio de cada medida respecto a ¥ es.

Ax;=x;— 2,5 =1,2,..n. (2)

La suma de los desvios ) Az, es cero, para cualquier conjunto de x;. Esto se debe a que la
contribucién a la sumatoria de los valores por encima del promedio Z (contribucién positiva),
compensan la de aquellos que estédn por debajo (contribucién negativa). Un valor cuantitativo
del desvio estd dado por > Ax?, esto es, la suma de las desviaciones cuadrdticas. Sin embargo,
aun teniendo pequenos desvios Az;, una suma de muchos de ellos resultarfa en un nimero
grande. Para independizarse del niimero de medidas se promedian esos valores, definiendo S
como:
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9 Z?:l(‘rj —z)? _ Z;'lzl(ij)z
o= n—1 B n—1 (3)

Entonces se define el desvio .S,, de una muestra de medidas como:

§ = = | BT (1)
n—1
Si su valor es grande, la probabilidad de hallar valores alejados del promedio es mayor, y si
es pequeno los valores estdn méas concentrados alrededor del promedio. El desvio S,, tiene las
mismas dimensiones fisicas que 7.

La ley de los grandes nimeros establece que si el nimero de observaciones de una poblacién
aumenta, el promedio de la muestra z tiende al valor esperado u. Entonces el promedio de una
muestra puede ser usado como un estimador del valor esperado. De igual forma, .S,, puede ser
usado como estimador de la desviacién standard o.

2. Histograma

Cuando la variable de interés puede tomar muchos valores diferentes, una forma simple de
representar graficamente los resultados es mediante un histograma. Supongamos que tomamos
N medidas de una magnitud x. Los resultados obtenidos estaran comprendidos en un intervalo
entre el minimo y el maximo valor [Z,in, Tmaez] Un histograma consiste en un gréfico, donde en
el eje horizontal se colocan los valores obtenidos para la variable, agrupando valores proximos.
Para ello se divide el intervalo de datos obtenidos en varios sub-intervalos o clases [ =
ai, a), lag, as), ..., [an_1,an = Tmaz|. Luego se cuenta el nimero de datos que caen en cada uno
de los intervalos. Esas cantidades se definen como frecuencia absoluta, n;.

Entonces se realiza un grafico de barras del nimero de datos obtenidos en cada clase, tal
como muestra el ejemplo de la figura (1).

A partir de la frecuencia absoluta definimos la funcién de probabilidad puntual f; como:

fi= ‘ (5)
Esta funcién esta normalizada, o sea:

ijzl (6)

Si el nimero de medidas es muy grande y la longitud de los intervalos tiende a cero, obte-
nemos una funcién continua(llamada densidad): a cada punto (en el eje correspondiente a las
clases) le corresponde un valor (su frecuencia).

3. Estimadores estadisticos - Muestra de una poblacion
Se define como poblacién el grupo de individuos sobre el que queremos informacién. Una

muestra es una parte de esos individuos que elegimos para analizar y obtener dicha informacién.
Al hacer un andlisis estadistico, queremos obtener informacion de una poblacién a partir de
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Figura 1: Histograma de barras tipico (no normalizado) de una serie de medidas. La altura
de las barras indica su frecuencia absoluta. En este ejemplo, los datos tienen una distribucién
gaussiana o normal, descrita por la curva de trazo continuo.

los datos de una muestra. Un parametro (o en nuestro caso una magnitud fisica) es un nimero
que describe el comportamiento de la poblacién. No es posible conocer experimentalmente el
valor de un parametro ya que para eso seria necesario analizar a toda la poblaciéon. Entonces
se utiliza un estimador estadistico de los parametros. Estos estimadores se pueden calcular a
partir de una muestra de la poblacién.

La media de una poblacion se denomina p. Este valor no depende de las medidas especificas
que se realizan y es un valor desconocido dado que para el andlisis utilizamos siempre una
serie de medidas. El valor que es posible calcular es el promedio de los datos. Si tomamos otra
muestra de tamano n de la misma poblacién, el promedio obtenido seguramente sera diferente.
Sin embargo se espera que los resultados sean similares (digamos que si medimos una longitud
tomando dos muestras de n valores no es muy probable que en una ocasién promediemos 10 cm y
en otra ocasion 4 m). El teorema central del limite establece que si el niimero de observaciones de
una poblaciéon aumenta, el promedio de la muestra x,, tiende a la media poblacional ;. Entonces
el promedio de una muestra puede ser usado como un estimador de la media poblacional. Si se
define o como la desviacion estandard de la poblacion, S,, es un estimador de o.

4. Distribucién normal o gaussiana.

Una de las funciones de densidad de probabilidad méas importante es la llamada normal o
gaussiana. Esta curva se describe completamente dados el valor esperado p y de la desviacion
standard o de una poblacién. Tiene forma de campana y corresponde con la funcién:

1 (z—p)?
)= ——— ¢ 252 7
/(@) (2mo?) (7)

Como no es posible conocer los valores de p y o, se utilizan su estimadores = y .5, por lo que
la funcién que podemos graficar a partir una serie de datos experimentales (de una muestra)
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es:

1 _@—n)?
fnlz) = ——=e 2 (8)
(27w S2)

Esta funcion de densidad es muy importante ya que es la que describe correctamente una
gran cantidad de datos de situaciones reales, como las alturas de una poblacién, el nivel de ruido
en telecomunicaciones, la vida media de una ldampara. Ademas describe adecuadamente datos
con resultados aleatorios, como son los que se obtienen cuando se realizan muchas medidas de
una magnitud en iguales condiciones experimentales.

La campana gaussiana realizada a partir de una tnica serie de medidas es simétrica respecto
a T y su ancho estd determinado por el parametro S,,. Los puntos de inflexion de la curva se
encuentran en * — S,, y  + S,. El area comprendida entre estos puntos constituye aproxima-
damente el 68.3 % del drea total. El area entre T — 2S5, y T + 25, es el 95.4 % del total. Para
obtener los resultados correspondientes a las dreas comprendidas en los diferentes intervalos
se recurre a técnicas de integracion numérica, ya que la distribucion normal no tiene una pri-
mitiva expresable en términos de funciones elementales. Los resultados de estas integrales se
encuentran tabulados.

Fropiedades de la Distribucidn Mormal

I el il
Eehinidar

Figura 2: Distribucién gaussiana, representando los porcentajes del grafico bajo la curva en
diferentes intervalos caracteristicos

Una observacion relevante es que para que las medidas obtenidas sigan una
distribucién gaussiana, la medicién debe realizarse, cada vez, bajo idénticas condi-
ciones.

Es importante destacar que los pardmetros p y la varianza (asi como o) no dependen del
nimero de medidas. Si ahora nos planteamos realizar N series de n medidas de la magnitud
x tendremos asociado un promedio %, y un desvio standard S,y para cada serie. Se puede
demostrar que el desvio standard del promedio es S, /y/n 0 sea, los promedios de cada serie
se distribuyen en torno a Z con un desvio S, (Z,) = S,/+/n. Esta relacién permite predecir la
fluctuacion del promedio de una serie de medidas, sin tener que realizar medidas en mas series
de datos.
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Finalmente, es necesario utilizar algin criterio para definir un intervalo de incertidubre, de
forma que el resultado de la medida quede expresado como x = = + Ax.

a) El desvio del promedio S, /+/n, es una medida apropiada de la incertidumbre. Esto co-
rresponde a tomar un intervalo de confianza del 68 % . Por lo tanto, tendremos que la
incertidumbre es S,,//n con una probabilidad del 68 %. En este curso recomendamos
utilizar S,,/y/n como medida para la incertidumbre estadistica del promedio, por lo que
el resultado se puede expresar como:

r=2+8,/Vn (9)

Podemos observar que el desvio del promedio puede tedricamente ser disminuido arbitra-
riamente (tomando n suficientemente grande). Sin embargo en la practica esto no es asi.
Aumentar el nimero de medidas implica seguramente un proceso de medicién temporal-
mente mas extenso, por lo que puede no ser razonable suponer que las medidas fueron
tomadas bajo idénticas condiciones. Ademas tenemos un limite impuesto por la aprecia-
cién de los instrumentos, que limita el valor minimo que puede tomar la incertidumbre.

b) Dado que luego de realizar una unica serie de medidas, el 68 % se concentra entre T + S,
otra opcién es definir el intervalo de incertidumbre en relacién al valor de S,,. Una eleccién
posible es:

r=x+S5, (10)
5. Area bajo la gaussiana y descarte de medidas

El area bajo la curva gaussiana en un intervalo representa la probabilidad de encontrar una
medida en dicho intervalo. Dado que el drea bajo la gaussiana entre ¥ — 25, y £+ 25, es el 95,4
% del total y entre & — 3S,, y T+ 35, es de 99,7 %, se deduce que la probabilidad de encontrar
medidas por fuera de este tltimo intervalo es extremadamente baja. Al analizar el histograma,
debemos observar si aparecen datos atipicos. Estos datos son medidas que se encuentren en
intervalos donde la probabilidad sea muy baja, lo que nos permite definir un criterio de descarte.
Un criterio comunmente usado es que se pueden descartar todas las medidas que se aparten de
7 mas de 25, 0 2,55,

Entonces, el procedimiento para obtener el resultado final luego de realizar una serie de n
medidas, de una misma magnitud fisica en iguales condiciones experimentales seria:

» Calcular 7, S, (x) y S,(Z).
» Realizar el histograma

= Verificar si es necesario descartar medidas. En ese caso, se continia trabajando con una
nueva tabla de datos cuya longitud sera n;.

» Para la nueva tabla de datos, se calcula nuevamente 7, Sy, y S, 1(Z).
= Se grafica el nuevo histograma y se superpone la correspondiente funciéon gaussiana.

= Expresar el resultado final con su incertidumbre asociada.
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6. Propagacion de incertidumbres.

Para el calculo de propagacion de incertidumbres cuando se trabaja con magnitudes esti-
madas, es posible realizar el mismo analisis que en la practica 1. En este caso, una estimacién
del valor del mensurando y al que nos referiremos como ¥, se obtiene a partir de las cantidades
estimadas 1, T, .., ¥y de tal modo que la estimacién de g, que es el resultado de la medida,
esta dado por:

y = f(z1,...2N) (11)

Los valores 7, %3, .., 2 tienen asociadas incertidubres wu(z;). Por lo tanto el valor de y
estara comprendido dentro de cierto intervalo de incertidumbre que habra que determinar. La
incertidumbre estdndar combinada del resultado de la medida y, que designaremos u.(y) se
calcula usando la ecuacion:

) = Y5k

j=1

Ju? (T, ;) (12)

+ZZ

=1 j=i+1

En la relacion 12, las derivadas parciales (%‘ ), son llamadas coeficientes de sensibilidad,

u(Z;) es la incertidumbre estdndar asociada a Z;, y u(Z;,Z;) es la covarianza estimada asociada
a (Z;) y (Z;) la cual se anula si las variables son estadisticamente independientes. Esta tltima
hipdtesis se cumplird en la mayoria de las situaciones experimentales con las que trabajemos
en este curso. Por lo tanto la ecuacién 12 se reduce a:

) = (5

7=1

)t (1) (13)

T
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