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Introduccion al analisis de sensibilidad

El objetivo es poder analizar la sensibilidad de la solucién de un problema
ante cambios de los pardmetros de este.

En particular es analizar la dependencia del valor del 6ptimo y la solucién
Optima con respecto a los coeficientes de las restricciones, los términos
independientes y los coeficientes de la funcién objetivo.
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Ejemplo de problema de planificacién de la produccion

Una empresa produce los productos / y 2 a partir de la disponibilidad de los
insumos A y B. Los productos / y 2 se venden a precios $4 y $5 la unidad,
respectivamente. Se cuenta con los siguientes insumos disponibles,
requerimientos y capacidades de estos segtn los productos:

] . Requerimientos
Insumos  Disponible. —5 o & T Producto 2

A 12 2 3

B 9 2 2

Capacidad 3 -
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Ejemplo de problema de planificacién de la produccion

Una empresa produce los productos / y 2 a partir de la disponibilidad de los
insumos A y B. Los productos / y 2 se venden a precios $4 y $5 la unidad,
respectivamente. Se cuenta con los siguientes insumos disponibles,
requerimientos y capacidades de estos segtn los productos:

] . Requerimientos
Insumos  Disponible. —5 o & T Producto 2

A 12 2 3

B 9 2 2

Capacidad 3 -

El objetivo es determinar la cantidad de productos a producir que maximiza el
beneficio sujeto a la disponibilidad de insumos y segtin los requerimientos de
insumos para cada producto y las capacidades de produccién.
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Ejemplo planificacion de la produccion: variables y restricciones

Por cada producto se debe tomar una decision de la cantidad a producir :
- x1 : cantidad de producto / a producir

- Xy : cantidad de producto 2 a producir
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Ejemplo planificacion de la produccion: variables y restricciones

Por cada producto se debe tomar una decision de la cantidad a producir :
- x1 : cantidad de producto / a producir
- Xy : cantidad de producto 2 a producir

La disponibilidad de insumos es lo que limita el plan de produccion.
Para cada insumo se plantean restricciones de que la cantidad de insumo
usado no debe superar a la cantidad de insumo disponible:

- Insumo A
cantidad de insumo usado: 2x; + 3x,
cantidad de insumo disponible: 12

2x1 +3x <12

- Insumo B: 2x; +2x, <9
- Cap. produccion producto 1: x; <3

No negatividad de las variables de decisién: x; > 0,x, > 0.
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Ejemplo planificacion de la produccion: objetivo

El objetivo es establecer un plan de produccién que maximize el beneficio.
El beneficio esta dado por las ventas de los productos en términos de precios
por unidad y cantidades de unidades producidas.

Por lo que la funcién objetivo a ser maximizada es:

7 =4x1 + 5x2
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Ejemplo planificacion de la produccion: formulacion y resolucion grafica

max
S.a

z=4x1 +5x
2x1 + 31, < 12,
2x1 +2x <9,
x; <3,

x1,xp > 0.

=&=3

X2

B

X1



Ejemplo planificacion de la produccion: formulacion y resolucion grafica

x
(1)
(O)
M)
max z = 4x; + 5x, (0)
sa  2x;+3xn <12, (A) -
2 +2x <9, (B) N\
X1 S 37 (1) - : /’
xi,x2 > 0.
B) (A)




Ejemplo planificacion de la produccion: formulacion y resolucion grafica

x2
(1)
(O
&
max z = 4x; + 5x, (0)
sa  2x;+3xn <12, (A) &) a
20 +26<9, (B) N\
X1 S 3, (1) ‘ T
xp,x > 0.
" z=195
B) (A)




Ejemplo planificacion de la produccion: formulacion y resolucion grafica

x2
(1)
(O
\Y)
2=20
max z = 4x; + 5x, (0) e
sa  2x+3xn <12, (A) 2k a
2 +2% <9, (B) N
-xl S 37 (1) ‘ //. \
x17x2 Z 0 . ‘/// N
" z=195
B) (A)




Ejemplo planificacion de la produccion: formulacion y resolucion grafica

max z=4x;+ 5x;

S.a

2x1 + 3x < 12,
2x1 +2x <9,
x; <3,

x1,xp > 0.
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Ejemplo planificacion de la produccién: cambio término independiente

(Qué ocurre si se dispone de una unidad adicional del insumo B?

2x1+2x <9+1 (B)
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Ejemplo: formulacién y resolucion grafica con cambio en término

independiente

max z=4x; + 5x;

s.a  2x; 4+ 3x <12,
2x1 + 2x < 10,

X1 337
xi,x2 > 0.

)

— ~— —

X2

X1



Ejemplo: formulacién y resolucion grafica con cambio en término
independiente

X2
(O)
)
max z=4x; + 5x (0)
s.a  2x;+3x <12, (A) a
2x1 + 2x < 10, (B) &
x; < 37 (1) 2
x1,x > 0. o
B




Ejemplo: formulacién y resolucion grafica con cambio en término
independiente

X2
(O)
)
z.=20
max z=4x; + 5x (0)
s.a  2x;+3x <12, (A) ,/
2x1 + 2x < 10, (B) &
xp <3, (1) a
x1,x > 0. e x
I




Ejemplo: formulacién y resolucion grafica con cambio en término

independiente

max z=4x; + 5x;
s.a  2x; 4+ 3x <12,
2x1 + 2x; < 10,
x; <3,
X1,X2 Z 0.

Depto. Investigacién Operativa. Inst. Comp.

X2

S

)

p—
— ~— —
Se

[a]

*

I

22

\N\ (4

)

Andlisis de Sensibilidad en Optimizacién

=12

Fac. de Ingenierfa. UdelaR - 2023

X1

9/37



Ejemplo planificacion de la produccién: cambio en coeficiente funcion
objetivo

{Qué ocurre si se disminuye en una unidad el precio del producto 1?

z=0@4—-1)x; + 5x
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Ejemplo: formulacion y resolucion grafica con cambio en coeficiente

funcion objetivo

max
S.a

z=3x; + 5x»
2x1 + 3x < 12,
2x1 + 2xp <9,
xp <3,

X1,X2 > 0.

(0)
(4)
(B)
(1)

X2

X1



Ejemplo: formulacion y resolucion grafica con cambio en coeficiente

funcion objetivo

max
S.a

z=3x; + 5x»
2x1 + 3x < 12,
2x1 + 2xp <9,
xp <3,

X1,X2 > 0.

(0)
(4)
(B)
(1)

X2

Il

X1



Ejemplo: formulacion y resolucion grafica con cambio en coeficiente

funcion objetivo

max
S.a

z=3x; + 5x»
2x1 + 3x < 12,
2x1 + 2xp <9,
xp <3,

X1,X2 > 0.

(0)
(4)
(B)
(1)

X2

X1



Ejemplo: formulacion y resolucion grafica con cambio en coeficiente
funcion objetivo

X2
(O)
KN/
max 2z =3x; + 5x2 (0) N\ //
s.a  2x;+3x <12, (A) e z/;: 19.5
2i+20<9, (B) 1
x <3, (1) S
X1,X3 > 0. . ) / \
St 2= 165
» B)
z=9



Ejemplo: formulacion y resolucion grafica con cambio en coeficiente

funcion objetivo

max z = 3x; + 5x;
s.a  2x; 4+ 3x <12,
2x1 4+ 2xp <9,
x; <3,
X1,X2 Z 0.
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Ejemplo planificacion de la producciéon: multiples soluciones

(Qué ocurre si se aumenta en una unidad el precio del producto 1?

z= 4+ 1)x; + 5x
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Ejemplo: formulaciéon y resolucion grafica con multiples soluciones

max
S.a

z2="5x1 4+ 5x
2x1 4+ 3x < 12,
2x1 +2x <9,
xp <3,

x1,xp > 0.

=&=3

X2

[)t

X1



Ejemplo: formulaciéon y resolucion grafica con multiples soluciones

X2
(1)
(O
{0)
max z = 5x; + 5x; (0)
saa 2x; +3x <12, (A) . ’
2x1+2x <9, (B) &
x; <3, (1) |
X1,X2 Z 0. .""./"/
,° [)’t)




Ejemplo: formulaciéon y resolucion grafica con multiples soluciones

X2

T~

=

max z=>5x+5x (0)
(

saa 2x; +3x <12, (A) : .
2x1 4+ 2x, <9, (B) L
X1 S 37 (1) v
xi,x2 > 0.
i B)




Ejemplo: formulaciéon y resolucion grafica con multiples soluciones

X2
(O
V)
x: 20 ////
max z=5x;+5x (0)
sa 2x; +3xm <12, (A) ! X al
20 +2x <9, (B) \ =225
0 <3, (1) o IX
x1,x2 > 0. \\
) .

z:YIS
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Problema de prog. lineal y condiciones de factibilidad y optimalidad

Dado el problema de programacién lineal,

min ¢’x
sa Ax=Db
x>0,

con parametros: matriz A € R™*" y los vectores columnas b € R™ y ¢ € R”
y la variable de decision: vector columna x € R”".
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Problema de prog. lineal y condiciones de factibilidad y optimalidad

Dado el problema de programacién lineal,

min ¢’x
sa Ax=Db
x>0,

con parametros: matriz A € R™*" y los vectores columnas b € R™ y ¢ € R”
y la variable de decision: vector columna x € R”".

Dadas la base 6ptima B y su solucién éptima asociada x* = (xg, 0), se tienen
las condiciones:

o Factibilidad: x5 =B"'b >0

o Optimalidad: € =¢™ —cjB7'A >0
Cuando cambia algiin pardmetro, si las condiciones se mantienen entonces la
base B se mantiene 6ptima.
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Ejemplo planificacion de la produccion: condiciones de factibilidad y

optimalidad

El problema en forma estdndar es

—min
s.a

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp.

—z7=—4x; — 5x (0)
2x1 + 3x; + x3 =12, (A)
2 +20+ x =9, (B)
x| + x5 =3, (l)

X1,X2,X3, X4, X5 > 0.
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Ejemplo planificacion de la produccion: condiciones de factibilidad y
optimalidad

El problema en forma estdndar es

—min —z = —4x; — 5x, (0)
sa  2x1+3x%+x =12, (A)
2 +20+ x =9, (B)

x| + x5 =3, (l)

X1,X2,X3, X4, X5 > 0.

La base optima esta formada por las variables {1,2,5}, con lo que las
condiciones son

-1 15 0 12 1.5
xB—Blb—<1 —1 0)(9)—(3)20,
1 —15 1 3 1.5
=c -cgB'A=(0 0 1 1 0)>0.
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Cambio en término independiente 1/2

Sea el valor del término independiente b; que cambia a b; + d. Se busca

determinar el rango de valores de d para los cuales la base de solucidn actual
permanece Optima.

Solo dependen de b las condiciones de factibilidad.
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Cambio en término independiente 1/2

Sea el valor del término independiente b; que cambia a b; + d. Se busca
determinar el rango de valores de d para los cuales la base de solucidn actual
permanece Optima.

Solo dependen de b las condiciones de factibilidad.
Sean B;l la i-ésima columna de B~! y ¢, el vector unitario en i.

Entonces el cambio sobre la condicién de factiblidad B~! (b + de;) > 0 es
B 'b+dB,' =xz+dB;' >0.
La cual en términos de sus componentes j = 1, ...,m es

xp(j) + dB;;' > 0.
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Cambio en término independiente 2/2

La condicién de factibilidad cambiada, en términos de sus componentes
j=1,...,m,es
Xg(j) + dBJ;1 > 0.
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Cambio en término independiente 2/2

La condicién de factibilidad cambiada, en términos de sus componentes
j=1,...,m,es

Xg(j) + dBJ;1 > 0.

De forma equivalente y dependiendo del signo de g; = BJ;I se tiene el rango
de variacion de d

XB(j . XB(j
Maxjig;>0) {—qj(_')} < d < mingjg <o} {—qj@} :
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Ejemplo planificacion de la produccion: cambio en término independiente

Parael casode i = 1, by = 12 el cambio sobre la condicion de factiblidad
Xp(j) + a’Bj?1 > 0 en términos de sus componentes j = 1,...,m es

1.5 —1 0
3 |+d| 1 >0
1.5 1 0
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Ejemplo planificacion de la produccion: cambio en término independiente

Parael casode i = 1, by = 12 el cambio sobre la condicion de factiblidad
Xp(j) + a’Bj?1 > 0 en términos de sus componentes j = 1,...,m es

() e1)=(2)

Dependiendo del signo de Bj;l se tiene el rango de variacién de d
max{j|B];|>0}{—3, —-15} <d< mm{leJ;1<0}{1'5}‘

—-1.5<d<1.5.

Por lo que la base, {1,2,5}, permanence 6ptima si b; € [10.5,13.5].
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Cambio en coeficiente funcion objetivo 1/2

Sea el valor del coeficiente de la funcién objetivo ¢; que cambia a ¢; + d. Se

busca determinar el rango de valores de d para los cuales la base de solucién
actual permanece 6ptima.

Solo dependen de ¢ las condiciones de optimalidad: € = ¢” — ¢gB™'A > 0.
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Cambio en coeficiente funcion objetivo 1/2

Sea el valor del coeficiente de la funcién objetivo ¢; que cambia a ¢; + d. Se
busca determinar el rango de valores de d para los cuales la base de solucién
actual permanece 6ptima.

Solo dependen de ¢ las condiciones de optimalidad: € = ¢” — ¢gB™'A > 0.
Sea A la j-ésima columna de A.

Si ¢; es el coeficiente de una variable que no pertenece a la base, entonces cg
no cambia, y la tnica condicién que cambia es la correspondiente al costo
reducido de x;, entonces se tiene

¢j+d—cgB'A; >0

o equivalentemente
TR—1 _ =
d> —¢j + CBB A.j = —(j.

Lo que permite establecer el rango de variacién de d.
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Cambio en coeficiente funcion objetivo 2/2

Si ¢j es el coeficiente de la variable bdsica k-ésima, j = B(k), entonces ¢
cambia a ¢ + dey y todas las condiciones de optimalidad estdn involucradas.
Dado que x; es una variable bésica, su costo reducido, ¢}, siempre es cero, por
lo que no necesita condicionarse.

Entonces las condiciones de optimalidad cambiadas para toda variable j' # j
son

cjp — (e + dek)TB_lA.j/ > 0.
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Cambio en coeficiente funcion objetivo 2/2

Si ¢j es el coeficiente de la variable bdsica k-ésima, j = B(k), entonces ¢
cambia a ¢ + dey y todas las condiciones de optimalidad estdn involucradas.
Dado que x; es una variable basica, su costo reducido, ¢7, siempre es cero, por
lo que no necesita condicionarse.

Entonces las condiciones de optimalidad cambiadas para toda variable j' # j

son
cjp — (e + dek)TB_lA.j/ > 0.

De forma equivalente
¢y —ciBT Ay =7y > de[B'Ay, V[ £

Dependiendo del signo de g = eZB_lA.j/ se tiene el rango de variacién de d

C Cil
max{]/‘q,@} {qj } <d< mll’l{]/|q,>0} {qj } .
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Ejemplo planificacion de la produccion: cambio en coeficiente objetivo

Parael casodej = 1, se tiene que k = 1y ¢; = —4, y dado que es un
coeficiente de una variable basica se debe cumplir la condicion ¢ > dgj,
para todo j' # j, donde ¢;; = eZBflA.j/.

Entonces para j/ = 2, 3,4, 5 se tiene

0 0
1 -1
T
0 0
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Ejemplo planificacion de la produccion: cambio en coeficiente objetivo

Parael casodej = 1, se tiene que k = 1y ¢; = —4, y dado que es un
coeficiente de una variable basica se debe cumplir la condicion ¢ > dgj,
para todo j' # j, donde ¢;; = eZBflA.j/.

Entonces para j/ = 2, 3,4, 5 se tiene

0 0
1 -1
T
0 0

Dependiendo del signo de g; se tiene el rango de variacion de d

max qyirsig, <op{ =1} < d < mingyp g, 501{2/3},
1<d<2/3.

Por lo que la base {1,2,5} permanence ptima si ¢; € [—5,—10/3].
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Introduccion a dualidad

La teoria de dualidad establece la relacion estructural complementaria entre
dos problemas de programacién lineal: uno denominado primal y el otro
denominado dual.

Permite establecer una variacién del método de resolucion Simplex, y a nivel
de resolucién de los problemas, propiedades que vinculan las soluciones de
ambos.

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp. Andlisis de Sensibilidad en Optimizacién Fac. de Ingenieria. UdelaR - 2023 22/37



Ejemplo: Problema de la dieta

El problema trata de la seleccion de alimentos que satisfacen requisitos
nutricionales a costo minimo.
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Ejemplo: Problema de la dieta

El problema trata de la seleccion de alimentos que satisfacen requisitos
nutricionales a costo minimo.

Dado un conjunto de alimentos, con su informacién nutricional y precio, el
objetivo es seleccionar las cantidades de los alimentos a adquirir de forma de
minimizar el costo de la dieta, mientras se cumple con requisitos
nutricionales. Estos requisitos se establecen como cotas minimas de algunos
nutrientes (componentes) de los alimentos.
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Problema de la dieta: instancia

Sean cinco alimentos con precios y contenidos de tres nutrientes, y requisitos
minimos de los nutrientes de la dieta:

Nutrientes

Alimento (u)  Precio ($/u)  Grasas (g/u) Proteinas (g/u) Carbohidratos (g/u)
Leche (L) 24 20 34 49
Carne (kg) 190 250 180 0
Arroz (kg) 32 2.5 67 780
Papa (kg) 25 1 21 170
Tomate (kg) 50 2 11 47

Requisitos (g) 60 120 280
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Problema de la dieta: formulacion

El objetivo es determinar la cantidad diaria de cada alimento a adquirir
mediante las variables xz, xc, x4, Xp, y X7.

De forma de minimizar el costo de la dieta, mientras se cumple con requisitos
nutricionales.
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Problema de la dieta: formulacion

El objetivo es determinar la cantidad diaria de cada alimento a adquirir
mediante las variables xz, xc, x4, Xp, y X7.

De forma de minimizar el costo de la dieta, mientras se cumple con requisitos
nutricionales.

La formulacién del problema es

min 24x; + 190x¢ + 32x4 + 25xp + 50x7

s.a  20xg + 250x¢ + 2.5x4 + xp + 2x7 > 60, (Grasas)
34x; 4+ 180x¢c 4+ 67x4 + 21xp + 11x7 > 120, (Proteinas)
49x; + 780x4 + 170xp + 47x7 > 280, (Carbohidratos)

XL, Xc,Xa,xp, x7 > 0.
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Problema de la dieta: resolucion

Se resuelve el problema y se obtiene la dieta 6ptima con valor: $ 80.3187
que satisface los requerimientos a partir de la seleccién de las cantidades de

Leche (L) 2.9641
Carne (kg) 0
Arroz (kg)  0.2869
Papa (kg) 0
Tomate(kg) 0
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Problema dual de la dieta: formulacion de suplemento alimenticio

Se considera el problema de formular suplementos alimenticios, a partir de
nutrientes, para la venta en el mercado.

El objetivo es determinar el precio de cada nutriente a vender mediante las
variables pg, pp y pc, de forma de maximizar el beneficio del suplemento
mientras no se superan los precios de los alimentos del mercado.
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Problema dual de la dieta: formulacion de suplemento alimenticio

Se considera el problema de formular suplementos alimenticios, a partir de
nutrientes, para la venta en el mercado.

El objetivo es determinar el precio de cada nutriente a vender mediante las
variables pg, pp y pc, de forma de maximizar el beneficio del suplemento
mientras no se superan los precios de los alimentos del mercado.

La formulacién es

max 60pg + 120pp + 280pc

s.a  20pg + 34pp + 49pc < 24, (Leche)
250pg + 180pp < 190, (Carne)
2.5pg + 67pp + 780pc < 32, (Arroz)
pc + 21pp + 170pc < 25, (Papa)
2pc + 11pp + 47pc < 50, (Tomate)
pG,pp,pc = 0.
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Problema dual de la dieta: resolucion

Se resuelve el problema, se obtiene la formulacién 6ptima con valor
$ 80.3187,
que satisface los requerimientos a partir de la seleccién de los precios de

Grasa ($/g) 0.4143
Proteina ($/g) 0.4622
Carbohidratos ($/g) 0
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Problema de la dieta: relacion entre soluciones del primal y el dual

En el 6ptimo los valores de ambos problemas coinciden: el costo del
comprador de la dieta (primal) iguala el beneficio del vendedor de la
formulacion (dual).
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Problema de la dieta: relacion entre soluciones del primal y el dual

En el 6ptimo los valores de ambos problemas coinciden: el costo del
comprador de la dieta (primal) iguala el beneficio del vendedor de la
formulacion (dual).

Las soluciones 6ptimas de los precios de los nutrientes en el dual establecen la
valoracién marginal de los requisitos minimos de los nutrientes en el primal.
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Problema de la dieta: relacion entre soluciones del primal y el dual

En el 6ptimo los valores de ambos problemas coinciden: el costo del
comprador de la dieta (primal) iguala el beneficio del vendedor de la
formulacion (dual).

Las soluciones 6ptimas de los precios de los nutrientes en el dual establecen la
valoracién marginal de los requisitos minimos de los nutrientes en el primal.
Por ejemplo, para el nutriente Grasa se tiene el precio de 0.4143 $/g, el cual
determina el valor marginal del cambio en el requisito minimo de la Grasa, es
decir que si se aumenta el requisito de 60 g en una unidad, el valor del éptimo
($ 80.3187) asciende en $ 0.4143.
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Problema de la dieta: relacion entre soluciones del primal y el dual

En el 6ptimo los valores de ambos problemas coinciden: el costo del
comprador de la dieta (primal) iguala el beneficio del vendedor de la
formulacion (dual).

Las soluciones 6ptimas de los precios de los nutrientes en el dual establecen la
valoracién marginal de los requisitos minimos de los nutrientes en el primal.
Por ejemplo, para el nutriente Grasa se tiene el precio de 0.4143 $/g, el cual
determina el valor marginal del cambio en el requisito minimo de la Grasa, es
decir que si se aumenta el requisito de 60 g en una unidad, el valor del éptimo
($ 80.3187) asciende en $ 0.4143.

Las soluciones 6ptimas de las cantidades de los alimentos en el primal
establecen la valoracién marginal de los precios de los alimentos en el dual.
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Problema de la dieta: relacion entre soluciones del primal y el dual

En el 6ptimo los valores de ambos problemas coinciden: el costo del
comprador de la dieta (primal) iguala el beneficio del vendedor de la
formulacion (dual).

Las soluciones 6ptimas de los precios de los nutrientes en el dual establecen la
valoracién marginal de los requisitos minimos de los nutrientes en el primal.
Por ejemplo, para el nutriente Grasa se tiene el precio de 0.4143 $/g, el cual
determina el valor marginal del cambio en el requisito minimo de la Grasa, es
decir que si se aumenta el requisito de 60 g en una unidad, el valor del éptimo
($ 80.3187) asciende en $ 0.4143.

Las soluciones 6ptimas de las cantidades de los alimentos en el primal
establecen la valoracién marginal de los precios de los alimentos en el dual.
Por ejemplo, para el alimento Leche se tiene la cantidad 2.9641 L, el cual
determina el valor marginal del cambio en el precio de la Leche, es decir que
si se aumenta el precio de la Leche de 24 $/L en una unidad, el valor del
6ptimo ($ 80.3187) asciende en $ 2.9641.
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Problema de la dieta: comparacion entre soluciones primal y dual

Primal Dual
Alimento Variable Restriccion (Valor<TI)
Leche 2.9641 24 <24
Carne 0 186.773 < 190
Arroz 0.2869 32<32
Papa 0 10.120 < 25
Tomate 0 5.912 < 50
Nutriente Restriccion (Valor>TI) Variable
Grasa 60 > 60 0.4143
Proteina 120 > 120 0.4622
Carbohidrato 368.988 > 280 0

Se puede ver que cuando el valor de la restriccion no coincide con el valor del
término independiente (T1), es decir que la restriccién no esta activa, la
variable correspondiente en el problema primal o dual es cero.

Por ejemplo, para el alimento Carne, en el caso del problema dual se tiene que
su restriccidn no esta activa, el valor de los nutrientes que aporta la carne es
menor que el precio del mercado. Ocurre 1o mismo para la Papa y el Tomate.
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Problemas primal y dual

La dualidad es una propiedad algebraica que establece un problema dual
equivalente al problema primal: con igualdad de los valores 6ptimos, y
relaciones ente las soluciones dptimas y la valoracién de los términos
independientes en relacién al objetivo.
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Problemas primal y dual

La dualidad es una propiedad algebraica que establece un problema dual
equivalente al problema primal: con igualdad de los valores 6ptimos, y
relaciones ente las soluciones dptimas y la valoracién de los términos
independientes en relacién al objetivo.

Para el caso del problema en formato estandar

Primal Dual
min  ¢'x _, max p’b
sa Ax=b+p sa pAZCc.
x> 0.

Se asocia una variable dual, p, a cada restriccién del problema primal, que
puede verse como la penalidad por no cumplir la restriccion; entonces se
buscan los valores de la variable ante los cuales la presencia de las
restricciones no afecta el valor objetivo.
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Formulacion general del problema dual

Sean a; la fila i-ésima y A; la columna j-ésima de la matriz A.
La conversion estructural del problema primal de minimizacién al problema
dual de maximizacién queda establecida término a término seglin

componentes:

Primal

min
s.a

Por otra parte se cumple que

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp.

Andlisis de Sensibilidad en Optimizacién

Dual
max p’b
i €M, sa p; >0, ieM
i €M, . pi<0, ieM
i € M3 pilibre, i€ M;j
JEN P’A; <c¢, JEN
JEN P’Aj >c¢, JEM
JEN3 P'Aj=c¢j, JEN;
max (-) = —min — ().
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Propiedades de dualidad

@ Dualidad débil
Sean X solucién primal factible y p solucién dual factible entonces

™% > pb.
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Propiedades de dualidad

@ Dualidad débil
Sean X solucién primal factible y p solucién dual factible entonces

™% > pb.

@ Dualidad fuerte
Existe x* solucion éptima si y solo si existe p* solucién 6ptima, tales que

c¢’x" = (p*)"b.
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Propiedades de dualidad

@ Dualidad débil
Sean X solucién primal factible y p solucién dual factible entonces

~

¢’x > p’b.

@ Dualidad fuerte
Existe x* solucion éptima si y solo si existe p* solucién 6ptima, tales que

c¢’x" = (p*)"b.

@ Holgura complementaria
Sean X solucién primal factible y p solucién dual factible, X y p son
soluciones éptimas si y solo si

pi(ax—b;) =0, i=1,..,m,
(ci—P"A)x =0, j=1,...,n
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Resolucion de los problemas primal y dual

El algoritmo Simplex aplicado a uno de los problemas resuelve ambos
simultdneamente.
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Resolucion de los problemas primal y dual

El algoritmo Simplex aplicado a uno de los problemas resuelve ambos
simultdneamente.

En el caso de aplicarlo al primal, se obtienen x3 = B~'by p = clT;B_1 tales
que cumplen las condiciones de factibilidad y optimalidad:

xz =B~ 'b > 0,

¢ =c”"—pA>0.

El esfuerzo computacional de resolver un problema es en promedio
proporcional a la cantidad de restricciones, lo cual permite determinar que
formulacién es mds eficiente de resolver.
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Posibles soluciones de los problemas primal y dual

Toda instancia de un problema de programacién lineal tiene como resolucién
posible una de las tres:

@ que tenga solucién 6ptima (valor 6ptimo finito),
@ que el problema sea no acotado (valor 6ptimo infinito), o

@ que el problema sea no factible (la region factible es vacia).

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp. Andlisis de Sensibilidad en Optimizacién Fac. de Ingenieria. UdelaR - 2023 35/37



Posibles soluciones de los problemas primal y dual

Toda instancia de un problema de programacién lineal tiene como resolucién
posible una de las tres:

@ que tenga solucién 6ptima (valor 6ptimo finito),
@ que el problema sea no acotado (valor 6ptimo infinito), o

@ que el problema sea no factible (la region factible es vacia).

Las posibles combinaciones de soluciones de los problemas primal y dual son

Dual
Primal Optimo finito No acotado  No factible
Optimo finito v X X
No acotado X X v
No factible X v v
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Ejercicio. Problema de transporte: caso Acopiador - Primal

Una empresa acopiadora requiere transportar bienes en cantidades b; > 0
desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n mediante una red vial.

La red esta definida por un conjunto A de caminos dirigidos entre pares de
lugares. Sea c;j el costo unitario de transporte en el camino (i, ) € A.

El problema consiste en determinar la cantidad a transportar x;; que satisface
los requisitos a costo minimo,
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Ejercicio. Problema de transporte: caso Acopiador - Primal

Una empresa acopiadora requiere transportar bienes en cantidades b; > 0
desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n mediante una red vial.

La red esta definida por un conjunto A de caminos dirigidos entre pares de
lugares. Sea c;j el costo unitario de transporte en el camino (i, ) € A.

El problema consiste en determinar la cantidad a transportar x;; que satisface
los requisitos a costo minimo,

Una formulacién del problema es
min Z(ij)eA CijXij
s.a Zk:(i,k)eA Xik — Zk:(k,i)eA i =bi, i=1,...n,

Xij > 07 (l’]) € A7

donde b, = — > b,

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp. Andlisis de Sensibilidad en Optimizacién Fac. de Ingenieria. UdelaR - 2023 36/37



Ejercicio. Problema de transporte: caso Transportista - Dual

Por otra parte, se considera una empresa transportista que ofrece trasladar
bienes desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n a precio unitario de
transporte p;.
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Ejercicio. Problema de transporte: caso Transportista - Dual

Por otra parte, se considera una empresa transportista que ofrece trasladar
bienes desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n a precio unitario de
transporte p;.

Al transportar de i a j el acopiador incurre en un costo unitario ¢;;. Si el
transportista se encarga del transporte de j a n, el costo total es ¢;; + p;.
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Ejercicio. Problema de transporte: caso Transportista - Dual

Por otra parte, se considera una empresa transportista que ofrece trasladar
bienes desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n a precio unitario de
transporte p;.

Al transportar de i a j el acopiador incurre en un costo unitario ¢;;. Si el

transportista se encarga del transporte de j a n, el costo total es ¢;; + p;.

El transportista conoce el costo de transporte c;;.
1. (Qué condicién debe establecer €l al precio p; para que sea competitivo y
anime al acopiador a usar su servicio?
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Ejercicio. Problema de transporte: caso Transportista - Dual

Por otra parte, se considera una empresa transportista que ofrece trasladar
bienes desde los lugares i = 1, ...,n — 1 al lugar n a precio unitario de
transporte p;.

Al transportar de i a j el acopiador incurre en un costo unitario ¢;;. Si el

transportista se encarga del transporte de j a n, el costo total es ¢;; + p;.

El transportista conoce el costo de transporte c;;.
1. (Qué condicién debe establecer €l al precio p; para que sea competitivo y
anime al acopiador a usar su servicio?

El transportista conoce las cantidades a transportar b; del acopiador.
2. (Cudl es el objetivo que €l procuraria al ofrecer su servicio?
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