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Método Simplex

@ Fundamentos del método Simplex: formulacién, soluciones factibles,
bdsicas y éptimas.
@ Interpretacién geométrica.

@ Algoritmo del método Simplex. multiplicadores Simplex, precios sombra
y nociones de dualidad.
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Método Simplex

@ Formulacion estandar de un problema de programacion lineal (PL):

min ¢’x
sa Ax=0b
x>0

@ cy x vectores en R”.
@ Matriz A en R™" de rango m con m < n.

@ Formulaciones con desigualdades <, >.
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Método Simplex

@ Soluciones factibles: los x € R" que cumplen las restricciones definen la
region factible.

@ Soluciones optimas: Aquellas soluciones factibles x* para las cuales
cT'x* < cT'x, para cualquier x de la regién factible.

o FEl conjunto de soluciones factibles forman un politopo convexo en R”
(en R? es un poliedro y en R? es un poligono).
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Método Simplex

@ Teorema Fundamental de la Programacion Lineal
Si un problema de PL tiene solucién éptima finita, entonces existe una
solucién 6ptima que estd en un vértice del politopo convexo.

@ En el caso de que haya més de una solucién 6ptima, entonces hay
infinitas soluciones dptimas.
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Método Simplex

@ Los vértices de la region factible se denominan soluciones basicas
factibles (BFS por sus siglas en inglés), debido a que se pueden obtener
a partir de una base de la matriz de restricciones.

o Las BFS son aquellas soluciones factibles x que se pueden representar
como un conjunto de columnas linealmente independiente de la matriz A.
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Método Simplex

@ Formulacién estdndar de un PL para BFS:

minz

s.a Bxp + Nxy =b
cLT;xB + CIY\;XN —z =0
Xp > O,XN =0

@ B € M,,xmnosingular 3B~ :B7'B=1)
o Ne me(nfm)
@ xg e R" xy e R""™
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Método Simplex

@ Formulacion candnica

minz

sa  Ixg+ B 'Nxy =B"'p
(ch —cEB™'N)xy —z = —ckB™'b
XB 2 O,XN =0
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Método Simplex

@ Tableau inicial con variables artificiales:

Xp XN Y LD
B|N|I| b

ckleh 0] 0
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Método Simplex

@ Tableau final con base B éptima:

XB XN y LD
I B_IN B! B~ b
0 —cEBTIN | —cEB~ | —cEB~ b
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Método Simplex

o Idea del algoritmo: comenzando en una BFS, recorrer las BFS
adyacentes una a la vez, hasta que se cumpla una de las condiciones de
finalizacién: se encontrd una solucién dptima o bien el problema es no
acotado.

@ Observacion 1: Hay una cantidad finita de soluciones bdsicas factibles
(vértices del politopo convexo que forma la region factible).

@ Observacion 2: El valor de la funcién objetivo en cada paso es mejor o
igual que en el paso anterior.
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Método Simplex: condiciones de factibilidad y optimalidad

@ Para cada matriz bésica B, la solucién basica factible correspondiente
esta dada por:
XBZB_leO, XNZO

@ Para la solucién 6ptima se cumple que (caso min.):
¢k =0, 7;:c£pr:c£fc£B_1N20

con ¢ el vector de costos reducidos y p los multiplicadores del simplex
o precios sombra.
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Método Simplex

e Entra a la base alguna variable no bdsica xy, para la que se cumple que:
cn, < 0
@ Sale la variable bdsica xp, para la cual se cumple que:

[ b T
min {_l,aik >0% conA=B"'N.
i Qik

@ En nuevo valor objetivo se reduce en ¢y, xy, < 0.

@ Sino existe un aj > 0 el problema es no acotado.
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Algoritmo del Método Simplex

Determinar una BFS inicial (Fase 1)

Si todos los costos reducidos son no negativos: FIN.
Determinar variable no bésica k que entra a la base.

Sino existe ajx > 0, entonces el problema es no acotado: FIN.
Determinar variable bédsica que sale de la base.

Actualizar la tabla mediante pivoteo.

~N N L AW

Volver a 2.

!Considera el problema auxiliar de minimizar la suma de las variables artificiales. Si el
valor éptimo es 0, se pasa a fase 2. En caso contrario, el problema no tiene solucién factible.
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Algoritmo del Método Simplex

e Empiricamente el algoritmo termina en promedio en una cantidad de
pasos (pivoteos) que estd entre m y 3m iteraciones, con m la cantidad de
restricciones.

@ El orden del algoritmo en el peor caso es no polinomial.

o Existen implementaciones mds eficientes computacionalmente, como por
ejemplo la de Simplex Revisado.
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Método Simplex y Dualidad

@ Para todo problema PL P se puede definir otro problema de PL D que se
llama problema Dual. El original se denomina Primal.

o Teorema: Si P tiene solucién 6ptima, entonces D tiene solucién 6ptima
y el valor 6ptimo de ambos coincide.

o El tableau final del Método Simplex aplicado al problema primal P nos
da también la solucién del problema dual D.
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Método Simplex y Dualidad

@ Primal:
minc’ x

(P){ Ax = b
x>0
@ Dual:
max \'b
(D)¢ MA <
A ER"
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Método Simplex

o N = ch*I es solucién 6ptima del problema D, con B la matriz basica
optimal del problema P.

ATA = [)‘TBa ATN] [CBacBB IN] < [CB7C17\;} - CT
MNb=cIB™ b = chxp

e p = c5B~! son los Multiplicadores Simplex que aparecen en la dltima
fila del tableau final del algoritmo del Método Simplex.

Depto. Investigacién Operativa. Inst. Comp. Meétodo Simplex Fac. de Ingenieria. UdelaR - 2023 18/29



Método Simplex: Ejemplo

@ Una empresa produce 3 tipos de productos x, y, z para los cuales necesita
2 tipos de recursos b; y by de acuerdo a la siguiente tabla:

x |y | z | Méax.
by 172 2 1 24
by 1 2 | 4 60

Precio | 6 | 14 | 13

o Laempresa desea maximizar la venta de los productos cumpliendo con
las restricciones de los recursos con los que dispone.
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Método Simplex: Ejemplo

max 6x + 14y 4+ 13z

sujeto a:
(P) X+2y+z < 24
x+2y+4z < 60
X, 9,2 > 0
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Método Simplex: Ejemplo

min —6x — 14y — 13z
sujeto a:
(P) Ix+2y+z+s1 = 24
xX+2y+4z+s, = 60

v
o

X, Y,2,81,82
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Método Simplex: Ejemplo

o Tableau #1

Depto. Investigacion Operativa. Inst. Comp.

Meétodo Simplex

sale
1
X y Z s1| s | LD
172 2 1 1 0 24
1 2]@ o] 1 ]eo
6 |-14| -13 | 0O 0 0 | FII
32| 4 -5 0 0 | -84 | FI
T
entra
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Método Simplex: Ejemplo

@ Tableau #2

sale
d

X y zZ | 81 $2 LD

1/4 @ 0 1 -1/4 9

1/4 172 |1 0 1/4 15
-11/4 | -152 {0 | O 13/4 | 195
-1/4 | -3/2 0| O 5/4 -9

/I\
entra
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Método Simplex: Ejemplo

@ Tableau #3

sale
4
X y Z | 81 sp | LD
1 0] 2/3 | -1/6 6
1/6 0 1|-1/3| 1/3 12
-3/2 0 0 5 2 240 | FII
0 0 0 1 1 0 FI
T
entra
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Método Simplex: Ejemplo

@ Tableau #4

x|y l|z|s | s | LD
116 0] 4] -1 36
O|-1]1|-1[12] 6

0|9 (0|11 1/2]29%

@ Todos los costos reducidos son no negativos: FIN
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Método Simplex: Ejemplo

( max 241 + 60X,
sujeto a:
(D) %Al + )\2 < -6
2A1 + 20 < —-14
AL+ 4 < —-13
AL, A2 €R
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Método Simplex: Ejemplo
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Método Simplex: Ejemplo

@ Los Multiplicadores Simplex se pueden interpretar como el valor
asignado a los recursos. Por eso se denominan también precios sombra.

o El precio sombra es el precio mdximo que la empresa deberia pagar por
su correspondiente recursos.

@ Por cada nueva unidad de recurso, el valor 6ptimo mejora segtin los
costos marginales de cada nueva unidad.

o En el ejemplo anterior, el costo marginal del recurso by es de 11
unidades y el del recurso b; es de 1/2 unidades.
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