Sefiales y Sistemas

Practico
Hoja de ejercicios adicionales de practica
para el segundo parcial

Cada ejercicio comienza con un simbolo indicando su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 bdsico,
% medio, % avanzado, y % desafiante. Ademas puede tener un nimero, como (1.21) que indica el nimero
de ejercicio del libro del curso, Seriales y Sistemas, Oppenheim/Willsky, 2nd.edition.

+ Ejercicio 1 11.43)

Se tiene el sistema realimentado (en lazo cerrado) de la figura:
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(a) Determinar si el sistema en lazo abierto es BIBO estable.
(b) Hallar la transferencia en lazo cerrado.
(c) Calcular los polos del sistema realimentado en funcién de K.

(d) Calcular Ky > 0 tal que si K = Ky, los polos caen sobre la circunferencia de
radio uno.

(e) Bosquejar el diagrama de ceros y polos para K = Kj.

(f) Determinar el rango de valores de K para los cuales los polos estdn fuera del
circulo de radio uno.

(g) Hallar los valores de K para los cuales el sistema realimentado es estable. Notar
que con K = 0 el sistema estd en lazo abierto.
*x Ejercicio 2 (7.20)

Dos sistemas en tiempo discreto S7 y So tienen la funcién de realizar un filtro pasa
bajos ideal con frecuencia 7 /4. El sistema S; se ilustra en la siguiente figura:
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y el sistema S en la siguiente figura:
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En estas figuras, S4 corresponde a un sistema que inserta un cero después de cada
muestra de la entrada, mientras que Sp corresponde a un sistema de decimacion que
extrae una de cada dos muestras de su entrada.

(a) ¢La funcion del sistema S; corresponde al filtro ideal pasa bajos deseado?

(b) ¢La funcién del sistema .S corresponde al filtro ideal pasa bajos deseado?

*x Ejercicio 3 (7.29)

En la siguiente figura se muestra el sistema completo para el filtro de una sefhal en
tiempo continuo usando un filtro en tiempo discreto.
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Si X.(jw)y H(e’?) son como se muestra en la siguiente figura con 1/7" = 20kH z,
dibujar X, (jw), X (e79), Y (e/?), Y, (jw) y Yo (jw).
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*x Ejercicio 4 (7.31)

En la siguiente figura se muestra un sistema que procesa sefiales en tiempo continuo
usando un filtro digital h[n] que es lineal y causal con la ecuacién de diferencias

yln] = gyln — 1] + [,

Para sefiales que son de banda limitada tales que X.(jw) = 0 para |w| > 7/T, el
sistema de la figura resulta equivalente a un sistema LTI en tiempo continuo.
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(@) Si X.(jw)y H(e’%) son como se muestra en la siguiente figura con 1/T =
20k H z, dibujar X, (jw), X (e7?), Y (7%), Y, (jw) y Ye(jw).
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(b) Determinar la respuesta en frecuencia H,(jw) del sistema equivalente completo
con entrada x.(t) y salida y.(t).

* Ejercicio 5 (735

Considerar una secuencia de tiempo discreto z[n] a partir de la cual se forman dos
nuevas secuencias, ,[n| y x4[n], donde x,[n] corresponde a muestrear z[n] en tiempo
discreto con un periodo de muestreo de N = 2y x4[n] corresponde a decimar x[n] por
un factor de M = 2, de manera que

(] = z[n], n=0,+2,44, ..
=00, n=41,43, ..

xq[n] = x[2n].

(a) Si z[n] es como se ilustra en la siguiente figura, dibujar la secuencia z,[n] y
xq[n].
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(b) Si X(e?%) es como se muestra en la siguiente figura, dibujar X, (/%) y X,4(e7?).
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*x Ejercicio 6 (7.43)

En la primera figura se muestra un sistema para el cual la entrada y la salida son sefiales
en tiempo discreto. La entrada en tiempo discreto x[n] se convierte en un tren de impul-
sos en tiempo continuo x,(t). La sefial en tiempo continuo z,(¢) es entonces filtrada
por un sistema LTI para producir la salida y.(¢), la cual es entonces convertida a la
sefial en tiempo discreto y[n|. El sistema LTI con entrada z.(t) y la salida y.(t) es
causal y estd caracterizado por la ecuacién

Pyc(t) | dyc(t)
az T

El sistema total es equivalente a un sistema LTI causal en tiempo discreto, como se
indica en la segunda figura.

Determinar la respuesta en frecuencia H (e’?) y la respuesta al impulso h[n] del sistema
LTT equivalente.

+ 3y.(t) = x.(¢).
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* Ejercicio 7
Un sistema lineal, invariante en el tiempo y causal es modelado mediante la siguiente
ecuacion diferencial:

d*x(t)
dt?
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donde x(t) es la entrada, y(t) lasalida, 1 > (o > —1,1> (3 > —1ywa > 0.
(a) Hallar la transferencia del sistema, H(s).

(b) Hallar condiciones en los pardmetros (y, (1 Y wa para que se cumplan las si-
guientes condiciones:

= Que el sistema sea BIBO estable.
= La ganancia del sistema a la frecuencia wg = 100%‘1 sea nula.
(c) Realizar el diagrama de ceros y polos de H(s) con los resultados obtenidos.

(d) Bosquejar la respuesta en frecuencia del sistema con los resultados obtenidos.

*x Ejercicio 8

Un sistema lineal, invariante en el tiempo y causal es modelado mediante la siguiente
ecuacion en diferencias:

2
réx[n— 2] —2rq cos(f)x[n — 1] +z[n] = %y[n —2]— 2% cos(m/3)yin—1]+y[n]
donde z[n]| es la entrada, y[n] la salida, ro > 0, 7 > 6y > 0.
(a) Hallar la transferencia del sistema, H (z).

(b) Hallar condiciones en los parametros ¢, 6y para que se cumplan las siguientes
condiciones:

= Que el sistema sea BIBO estable.

= La ganancia del sistema a la frecuencia 0c = § sea nula.

(c) Realizar el diagrama de ceros y polos de H(z) con los resultados obtenidos.

(d) Bosquejar la respuesta en frecuencia del sistema con los resultados obtenidos.



* Ej ercicio 9 (Teoria de circuitos 2018)

(a) Hallar la transferencia H (s) del circuito integrador de la figura y determinar si
el sistema es estable BIBO.
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(b) Hallar la respuesta al escal6n v;(t) = Eu(t) con E constante.

(c) Verificar que el siguiente circuito se corresponde con el diagrama de bloques
mostrado a la derecha. Los operacionales que se agregan implementan el contro-
lador proporcional y el sumador.
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(d) Hallar la respuesta al escalén v;(t) = Eu(t) con E constante. Analizar la esta-
bilidad BIBO del sistema realimentado.

*x Ejercicio 10

Un sistema de muestreo tiene un filtro antisolapamiento H.( f) no ideal previo al mues-
treo. Se intentard compensar los efectos de este filtro mediante un filtro digital H (z).
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La frecuencia de muestreo es F; = 24kHz. El filtro antisolapamiento H,.(f) tiene las
caracteristicas mostradas en la figura: tiene ganancia 1 en frecuencia 0, ganancia 1/v/2
en 8 kHz, y ganancia despreciable a partir de 15 kHz.

Los componentes que interesan de la sefial z.(t) son los que estdn de 0 hasta 8 kHz.
Componentes por encima de 8 kHz no interesan luego en el sistema.



(a)

Indicar si con el fitlro H, habra solapamiento de espectros, y en tal caso verificar
si en el rango de interés la sefial de interés se verd afectada. Justificar.

Para compensar la respuesta en médulo no unitaria de H,, se usa el filtro ecualizador
H(z) (real, causal) que se implementa de la siguiente forma:

(b)
(©)
(d)

(e)

y[n] = Bx[n] + ay[n — 1]
Dar el diagrama de ceros y polos del filtro H(z).
Bosquejar H(e?%) paraa > 0y o < 0.

Sin hacer cuentas, justificar en qué rango de valores debe estar o para que el filtro
H (z) pueda compensar la caida en ganancia de H.(f) al crecer la frecuencia.

Calcular los parametros « y (3 para ecualizar la sefial, de forma que la ganancia
del sistema totalen f =0y f = 8 kHz seaigual a 1.

*x Ejercicio 11

Se desea disefiar un filtro pasabanda, donde interesa amplificar componentes frecuen-
ciales alrededor de §# = 7/2 y atenuar componentes en frecuencias cercanas a § = 0
y 6 = 7. Para el disefio, se consideran varios filtros FIR reales y causales en cascada,
cada uno de los cuales atenda parte del espectro. Como simplificacién, considerar que
todos los filtros tienen su primer coeficiente by = 1.

(@)

(b)

(©)
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©)]
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Diseifiar el filtro H; (z), FIR causal de orden 1, que elimine las componentes en
frecuencias 6 = 0.

Disefiar el filtro Ho(z), también de orden 1, que elimine las componentes en
frecuencia 6 = .

Disefiar el filtro H3(z), de orden 2, que elimine las componentes de frecuencia
0 ==+7/6.

Diseiiar el filtro H4(z), de orden 2, que elimine las componentes de frecuencia
6 = +57/6.

Calcular la respuesta al impulso de los 4 filtros en cascada, al que llamaremos

Bosquejar el médulo de la respuesta frecuencial de H (z).

Se quiere tener mayor ganancia relativa en § = /2 respecto a frecuencia cercanas a
0 = +57/6 'y 8 = £7/6. Se propone agregar dos polos al sistema anterior.

(€9)

()

(Doénde deberian ir los polos (aproximadamente) para cumplir con el objetivo
planteado, y que el filtro siga siendo real y causal?

Para implementar el filtro completo, incluyendo los dos polos, ;cudl es el mini-
mo nimero de elementos de retardo necesarios? Proponer una implementacién
(diagrama de bloques) correspondiente.



* Ejercicio 12 (7.37)

Una sefial limitada en banda de manera que |w| < W puede recuperarse a partir de
muestras espaciadas de manera no uniforme, siempre y cuando la densidad de las
muestra promedio sea 2(W/27) muestras por segundo. Este problema ilustra un ejem-
plo particular de muestreo no uniforme. Suponer lo siguiente sobre el sistema que se
muestra en la figura:

1. z(t) es de banda limitada; X (jw) = 0, |w| > W.

2. p(t) es un tren de impulsos periédico espaciados de manera no uniforme, como
se muestra en la segunda figura.

3. f(t) es una forma de onda periddica con periodo T' = 27 /W. Puesto que f(t)
multiplica un tren de impulsos, sélo sus valores f(0) =ay f(A) =b,ent =0
y t = A respectivamente, son significativos.

4. H;(jw) es un desplazador de fase de 900; esto es

. , w>0
Hl(]w){ J_] w<0
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*x Ejercicio 13

Este ejercicio mostrard una forma de disefar filtros digitales partiendo de uno analégi-
co.

(a) Hallar la funcidn de transferencia H;p(z) de un integrador digital por trapezoi-
des.

(b) Dado un sistema analégico con transferencia H, (), dibujar un diagrama de blo-
ques que lo implemente, donde solo se utilicen sumadores, amplificadores e in-
tegradores.

N iy
H,(s) = Yizows”
sN + Zi\il b;sN—i



(c) Obtener la transferencia Hp(z) de un filtro digital que simule a H,(s), utilizan-
do los resultados de las partes anteriores.

(d) Hallar la relacién entre la respuesta frecuencial del sistema digital, Hp (ej 9) y la
del sistema analégico H,(f).

(e) Probar las siguientes propiedades:

1. Un filtro analégico estable da origen a un filtro digital estable.
2. Los maximos de H,(f) coinciden con los de Hp(e??).

3. Si
My < |Hy(jw)| < My

en [f1, f2], entonces
My < |Hp(e?)] < My

cn [01, 92]



Soluciones

Las soluciones que se muestran deben ser consideradas como los resultados o respues-
tas de los ejercicios, no son ni deben considerarse como el desarrollo o procedimiento
para llegar a estos.

Ejercicio 10

(a) Habra solapamiento de espectros porque la sefial a muestrear tendrd componentes
hasta 15 kHz, que es una frecuencia mayor a Fy /2.

De todos modos, los componentes entre 12 kHz y 15 kHz se solapardn en la zona de
9 kHz a 12 kHz, donde no hay sefial de interés.

(b) Elfiltro tendrd un poloen z = a yun ceroen z = 0.

(d) H(z) deberd tener mayor ganancia en frecuencias altas que bajas, por lo tanto el
polo debe estar en el semiplano izquierdo. Ademds debe ser real y con médulo menor
a 1 para garantizar estabilidad. Entonces « estara en algin punto intermedio entre -1 y
0.

Mirando més en detalle, se busca una ganancia 1.4 en frecuencia 27 /3, con lo cual
es razonable esperar una ganancia cercana a 2 en frecuencia 7. Eso significa que la
distancia al polo desde z = 1 debe ser aproximadamente el doble que la distancia al
polo desde z = —1, con lo cual el polo estard cerca de z = —1/3. La unica funcién de
[ es recuperar ganancia unidad en frecuencia 0.

(e) Elfiltro H(z) = 3/(1 — az~1). Se debe plantear la respuesta frecuencial en las
2 frecuencias correspondientes, que son § =0y 6 = 27/3:

B

J0Y| —
[H ()] = |

=1

J2m/3y| — 75 =
H(2)] = | = V2
a 'y (3 son reales, por lo tanto la primera expresion se puede poner como = 1 — «

(existe otra solucién equivalente que da 3 con signo opuesto).
172a+a2 _

Para la segunda expresion, se puede plantear médulo cuadrado, y se llega a 57745 =

2.
Resolviendo, y quedandose con el polo dentro del circulo unidad, se llegaa oo = —2 +
V3=-0.268y 8 =3— 3 =1.268.

Ejercicio 11

(a) Un FIR causal de orden 1 tiene la forma general H;(z) = « + [z~ !. Para las
condiciones pedidas (es decir, H1(¢’°) = 0y Hy(e/™) = 2, debe ser Hy(z) = 1—271.

(b) Hy(z)=1+2z"1

(¢)  Estefiltro debe tener ceros en e7™/6. Debe ser entonces H(z) = (1—e/™/6271)(1—
e I™/0271) =1 —2cos(m/6)z ' + 272 =1—+32"" 272



(d) Este filtro debe tener ceros en e*77/6, Debe ser entonces Hs(z) = (1—e75™/6271)(1—
e I/6271) =1 —2cos(5m/6)z " + 272 =14+ 3271 + 272,

(e) Se puede facilmente hacer la convolucién de los 4 filtros:

hixhy=[10 —1]

(hyxha) xhsy =[1 —v/30+3 —1]

h=((hy*ha)*xhg)xhyg=[10—-2020 — 1]

El retardo de grupo es la suma de todos los retardos, y también se ve en la respuesta al
impulso final, que vale 3.

(f) Elmddulo de la respuesta frecuencial vale cero en frecuencias 0, +7/6, =57 /6 y

7. Elmédximo de su respuesta es en § = 7/2, donde vale Y h[n]j™ = 1+2+2+1 = 6.

(g) Para que el filtro sea real, los polos deben ser complejos conjugados. Como la
frecuencia central del pasabanda es § = 7/2, los polos deben ir sobre el eje imaginario,
cercanos al circulo unidad. Cuanto mds cercanos, mayor la atenuacién relativa de las
bandas de corte respecto de la banda de paso, aunque esta banda se volveria cada vez
mds estrecha.

(h) Los filtros FIR en cascada usan 6 retardos, que ademds es el orden de H (z). Este
es el minimo nimero de retardos. Otra forma con 6 retardos seria la forma candnica.
Al introducir 2 polos, se puede aprovechar a agregarlos como coeficientes recursivos
en cualquiera de Hs o Hy4, o en la implementacion candnica, sin aumentar la cantidad
de retardos necesarios.

Ejercicio 13

(a) Elsistema digital que implementa la integral de la entrada tiene como salida la
salida en el instante anterior mds el drea de la secuencia de entrada entre las dos dltimas
muestras. Como estamos haciendo una aproximacidn de la integral por trapezoides, el
drea serd la semisuma de las dos bases x[n—1] y x[n] por la altura, la que cosideraremos
igual al tiempo de muestreo

(x[n] + z[n — 1))

yln] = yln — 1] + T

Entonces: .
T 142z~

Hz)=———"—

@) =5 a2

(b) Escribiendolo de la forma:

N —i
7 Do @S
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1-— Zi:l —biS 4

Podemos plantear el sistema en la forma directa II, pero en términos de s~! en vez de
-1
Z7
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(¢) Laaproximacién que se realizard para simular el sistema analégico es implemen-
tar los integradores del sistema analégico s~! con integradores digitales por trapezoi-
des. Cada término 1 serd sustituido por H(z), es decir:

21—zt
T T+

(d) Por la parte anterior, con z = €/ y s = jw tenemos:
w = 2 tan(6/2)

Hp(e) = H, (;tan(9/2)>

La relacion entre s y z es una trasformacion bilineal del plano complejo al plano com-
plejo. Se puede ver que esta trasformacioén mapea el eje imaginario a la circunferencia
unidad.

El rango de frecuencias angulares de [0, 7| se mapea al rango de frecuencias [0, +00]
a través de la funcién tangente. Este mapeo se comporta de forma aproximadamente
lineal para valores cercanos a 0. Las frecuencias mayores se mapean de una forma cada
vez mds alineal, de forma que se comprime mds las frecuencias en el rango frecuencias
angulares para frecuencias mds altas.

El filtro digital se comporta de manera similar al analégico para bajas frecuencias,
esto no ocurre para frecuencias cercanas a m debido a la deformacién que introduce
el mapeo. Para que el comportamiento del sistema se asemeje al deseado, se debera
elegir una frecuencia de muestreo lo suficientemente grande para que el sistema digital
aproxime bien al sistema analdgico en el rango de frecuencias de interés.

(e) Como vimos, la transformacién bilineal que relaciona el sistema en tiempo con-
tinuo y el sistema en tiempo discreto transforma el eje imaginario en la circunferecia
unidad. El semiplano con parte real negativa se mapea al interior de la cfa unidad y el
semiplano de parte real positiva se mapea al exterior de la cfa unidad. Teniendo esto en
cuenta, si el sistema analégico es estable, entonces tiene todos sus polos on parte real
negativa. Estos polos, luego de la transformacion, caeran dentro de la cfa unidad dando
lugar a un sistema causal estable.
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