Instituto de Computacion Facultad de Ingenieria Loégica 2024

Practico 7
Semantica de la Logica de Predicados

Ejercicio 4

Bosquejo de solucion

a. El alfabeto no tiene simbolos de relacién. Los simbolos de funcién son f; (binario), f,
(binario) y f3 (unario). El simbolo de constante es ¢;.

Tomamos t1 = f3(fs (fs(c1))) vy t2 = fi(f3(c1), f3(f3(c1))) ambos distintos y pertene-
cientes a TERM4. Veamos que tA =t =3.

A= fo(fs(fs ()

= (interpretacién de términos cerrados y def A)

S (fs (fs (e0)))

= (interpretacioén de términos cerrados y def A)

5 (o)

interpretacién de términos cerrados y def A)

{(()))

interpretacién de términos cerrados y def A)

(5(5(0)))

(definicién de S)

(5(1))
(definicién de S)
(2) =3

nn

CQIICOIICQHCQII

tah = f1 (fs (1), f3 (f3 (e)?

1nterpreta01on de términos cerrados y def A)

()" + f3 (fs ()"

:ﬁll

interpretacién de términos cerrados y def A)

=
(C )+S<f3 01) >
(interpretacién de términos cerrados y def A)

(0)+ S (S (™))

(interpretacién de términos cerrados y def A)

(0) +5(5(0))

= (definicién de S)
1+S(1)

= (definicién de S y aritmética)

1+2=3

n

CQIICQII

b. Demostraremos esta propiedad usando el PIP para N.

Identificacién de la propiedad: P(n) := existe un término ¢ tal que t* = n

Paso Base
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T) P(0) : existe un término ¢ tal que t4 = 0.
Demo)

Basta tomar t = ¢;.
Por interpretacién de términos cerrados y definicién de A
tA = ClA =0.

Paso Inductivo

H) P(n) : existe un término ¢, tal que t,” = n.
T) P(n+ 1) : existe un término t,,; tal que t, 14 =n + 1.
Demo)

Tomamos t,11 = f3(t,). Observemos que ¢,.; es un término pues ¢, es un
término por hipétesis y por definicién de TERM, f3 (t,) también lo es.

A

~
3

+1
(def. tp41)
(t)"
(def. interpretacién de términos)
(t")

(Por (HI))

(n)

= (de. S)

n+1

@D sl

N

Como nos encontramos en las hipotesis del PIP para N, concluimos que para todo n € N
existe un término ¢ tal que t* = n.

c. H) Existe un término ¢ y un natural n tal que t4 = n.
T) Existe un término t’ tal que ¢’ A = n y t tiene mas ocurrencias de f; v ¢; que .

Demo)

Basta tomar ¢’ = f; (t,¢1). Por un lado observamos:

4

= (def t')

f 1 (t7 Cl>A

= (interpretacién de términos y def. de A)

tA + ClA

= (def. de A)

n+0

= (aritmética)

n
Ademas, ¢’ tiene mas ocurrencias de los simbolos f; y ¢; que t ya que tiene todas las
ocurrencias de f; y ¢; en t mas una ocurrencia de f; y una ocurrencia de c;.
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d. T) Para todo n € N hay infinitos términos ¢ tales que t* = n.
Demo)
Sea n € N arbitrario.
Definimos 7T,, = {t € TERM¢ | t* = n} y supongo por absurdo que T}, es finito.

Como por la parte b) sabemos que T,, no es vacio, debe existir un término t,,q. € 1),
con una cantidad maxima de ocurrencias de c;.

Por la parte c) podemos afirmar que existe ' € TERM¢ tal que 4 = n (y por lo
tanto t' € T},), y que tiene més ocurrencias de ¢; que t,,.,. Esto es absurdo, por lo
que T,, debe ser infinito.

Como la prueba la hicimos para un natural genérico vale para todo natural.
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Ejercicio 8

Bosquejo de solucion

UM E ()(P(RE) ~ @)(B) A Pia,y))
(3 € PROP)(M b= (P (o)) > Gu)(Poy) A Pale. )]
(Vi € PROP)(M = (PL(£2() — (33)(Pa(o) A Po(3,0))
(Vi € PROP)(M = PL(12(9)) = M b Gi)(Poy) A Py (.0)
(Vo € PROP)M |- Pi(a(9)) = (30 € BROP)(M b= (Pu(o) A Po(5 1))
(Vi € PROP)(M = Py(fs(2)) = (30 € PROP)(M = (PA(3) A Po(5. )
(Ve € PROP)(M - Pu((@) = (30 € PROP)(M | Po(@) v M & Py(2.)
E{%ﬁP?OP)(vM(Pl(fz(sO)) — 1= (30 € PROP)(WM (R(B)) = 1 ¥ oM (Py(, 0)) = 1)

(Vo € PROP)(f2(@)" € {a | |Fa} = (Fy € PROP)(M € {L} y (8", 0M) € {(¢1,02) | 91 eq v2})
<> (Interp. y def. de F-)

(Vo € PROP)((—@™) € {a | = a} = (3¢ € PROP) (¥ € {L} y (¢,v) € {(¢1.92) | 1 eq p2}))

< (Interp. y def. de conjuntos. ¢ € { L} < 1) = L entonces sustituimos)

(Vo € PROP)((—¢) € {ar | = a} = (¢, L) € {(¢1,02) | ¥1 eq ¢2}))
<= (Def. de conjuntos)

(Ve € PROP)([= () = (¢ eq 1))
< (Def. de eq)

(Vi € PROP)(F= (m¢) = (F ¢ < 1))

< (Def [= en PROP)
(Vo € PROP)((Vv € Val)(v(—p) = 1) = (Vv € Val)(v(p < L) =1))
& (Def de Valuacién. v((—9)) = 1 —v() y v((¢ ¢ ¥)) = 1 & v(p) = v(¥)))

) =wv(1)))

(Ve € PROP)((Vv € Val)(v(p) = 0) = (Vv € Val)(v(p

4? (Def de Valuacién. Sabemos que para toda Valuacii)n v, v(L) =0.)

(Ve € PROP)((Vv € Val)(v(p) =0) = (Vv € Val)(v(e) =0))
Como el antecedente y el consecuente en la ultima equivalencia son iguales, probamos
entonces que la afirmacion es Verdadera.
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b.
M = (Pi(x) — Po(x))
< (Def de [ y clausura)
M = (Va)(Pi(x) — Pa(x))
< (2.4.5)

(Ve € PROP)(M [= (Pi(z) — Pa(2))[?/a])

< (Sust.)

(Vi € PROP)(M [= (Po(@) — P2(9)))

& (2.45)

(Ve € PROP)(M [= Pi(p) = M |= P2(9))

S (Det. )

(Vo € PROP) (v (P1(9)) = 1 = vM(P2(9)) = 1)
< (Interp.)

(Vo € PROP)(¢" € {a | Fa} =@M € {1})
< (Interp.)

(Vo €PROP)(p € {ar | Fa} = ¢ €{L})
< (Def. de Conjuntos)

(Vo € PROP)(F o = ¢ = 1)

Basta con tomar algin ¢ que sea tautologia, por ejemplo ¢ = (—.1), que cumple el
antecedente de la propiedad, y no cumple el consecuente, dado que ¢ = (-L1) # L
Conlcuimos entonces que la afirmacion es Falsa.

M = (Vo) (Vy)(Pi(z) A Pu(y) = Pi(fu(e,9)))

(¥ € PROPY(M = (V) (Bu(e) A Poy) — AL (o))

(Vi € PROP)(M = (¥9)(PA() A PA(3) = Pu((2.0))

(v € PROP)((90 € PROP)(M = (PA(2) A Poy) = Pr((2))AD)
(¥ € PROP) (i < PROP)(M. |- (PL(9) A PA(G) - P/ (55)
E{%}}wm«w & PROP)(M = (Pi(5) A Pi(@)) = M b= Pi(fi(.9))))

(Vg € PROP)((V¢) € PROP)(M |= Pi(¢) y M |= Pi(v) = M | Pi(f1(#,9))))
< (Def. = 3 veces)

(Ve € PROP)((Vy) € PROP) (v (P1(@)) = 1y v (P1(¥)) = 1 = v™(Pu(f1(#,9)) = 1))

< (Interpretacién de férmulas cerradas)

(Vo € PROP)((V¢) € PROP)(¢M € {a | Ea} y M € {a| Ea} = fi(g, )M € {a | Ea}))

< (Interp. y def. de F)

(Ve € PROP)((V¢ € PROP)(p € {a | Fa}yy e{a| Fa} = (@Y AdY) e{a]| Ea}))
< (Interp.)

(Vo € PROP)((V¢ € PROP)(p € {a | Fa}yv ef{a]| Fa}l = (pAy) e{a]| Fa}))

< (Def. de conjuntos)

(Ve € PROP)((YV¢ € PROP)(= v v = ¥ == (¢ A )
Entonces, sean ¢ y ¢ en PROP, cualesquiera, como tenemos que se cumple = ¢y = 9,
esto por definicién de |= significa que (Vo € Val)(v(p) = 1) y (Vo € Val)(v(¢)) = 1). De
lo anterior, podemos deducir que (Vv € Val)(min{v(p),v(y))} = 1). Luego aplicando la
definicién de valuacion, esto es equivalente a (Vv € Val)(v((¢p A1) = 1) que nuevamente
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por definicién de = es (Vv € Val)(= (¢ A v)), nuestro consecuente. afirmacién

Ejercicio 9
Bosquejo de solucion

Queremos demostrar que: si (para toda estructura A del tipo adecuado (A = ¢ = A = v))
entonces (= ¢ =F ).

Suponemos (para toda estructura A del tipo adecuado (A | ¢ = A = v)) y queremos
probar (= ¢ == ).

H) Para toda estructura A del tipo adecuado (A = = A E ) (1)
= (2)

T) Fv
Demo.
=
< (Def )
(VM) (M = ¢)

Sea M una estructura arbitraria de tipo adecuado queremos probar M =

Por hipdtesis (2) M = ¢
Por hipétesis (1) M Ep =M E Y

De ambas hipdtesis anteriores, podemos concluir que M = ¢ y esto es lo que queriamos
probar.

Mostremos ahora que el reciproco no se cumple, es decir que:
No se cumple que ( Si (= ¢ = 1) entonces (para toda estructura A del tipo adecuado
(A= AE1Y)

Por lo tanto queremos mostrar que existen ¢ y 1 tales que:

se cumple que = ¢ == ¢ (A)
y
no se cumple que (para toda estructura A del tipo adecuado (A = ¢ = A E v))(B)

Observando lo que queremos probar, si se cumpliera |= ¢ entonces deberia cumplirse =
para que (A) sea verdadero. Si esto pasara como todas las estructuras modelarian a ¢ y
todas las estructuras modelarian a 1, no seria posible encontrar un estructura que falsee
(B).

Por lo anterior, es necesario encontrar una forma de que (A) sea verdadero sin que
¢ sea una verdad logica. Recordemos que una implicancia es verdadera siempre que el
consecuente es verdadero o siempre que el antecedente es falso. Por lo tanto vamos a
buscar un ¢ tal que £~ ¢ y de esta forma nos aseguremos que (A) se cumple.

Para que (B) no se cumpla, debemos encontrar una estructura A que cumpla A = ¢ y

AW,
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En conclusion, necesitamos una férmula ¢ que no sea verdad légica ni contradiccion y
una estructura A que modele a ¢ pero no a .

Sean ¢ = (VaeP(x)),v =1Ly A= (N,N)
Veamos que = ¢, Aoy AR L

~ v AEop AL

<> (def. £ y de p) < (def. ¢, 2.4.5 y sustitucién) que se cumple trivialmente,
(;lM)(M F’é VIL'P(I)) (9@ S N)A ): P(C_L) porque L no tiene modelo
< (2.4.5 y sustitucién) < (interpretacién)

(AM)((Fa € IM|)(M = P(a))) (Va € NJa € N

< ( M1 =< N, Par > testigo del existe) y esto se cumple trivialmente

(3a € N)M, £ P(a)
< (interpretacién)

(3a € N)a ¢ Par

<= (1 testigo del existe)

1 & Par

que se cumple por aritmética

Ejercicio 12

Bosquejo de solucion

a. = V(e — ) = (Yop — V)

Supongamos por absurdo £ V(e — ¢) — (Vap — Va)
V(o = ) = (Vap — Var)
<~ (Def. )
(AM)M V(o = ) = (Vop — Vay)))
< (2.4.5)
FAM)M E V(e = ) y M [ Vop — Vo)
& (2.4.5)

JM EVz(p =) y M EVrp y M £ Vay)
(2.4.5 x2 y Sustitucién)

(IM
=
(éM)((Va € MM = (ela/a] = M = ¢la/a]) y M = Vo y MIE V)
=
(3

(2.4
M)((Va € MM = (pla/z] = M = Pla/z])
y (Vb € MM |= plb/a] y M I Vay)

Por lo tanto, supusimos que existe una estructura M tal que:
(Va € MM = (pla/z] = M = ¥la/2])(A)
(V0 € MM |= ¢[b/2](B)
(Fe € IM)M [~ le/z](C)
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Sea d € | M| tal que M = ¥[d/x](¥!). Se sabe que existe d € M| que lo cumpla por (C)

(por (B))
M = pld/x]
= (por (Az)

M = Y[d/x]

lo cual es contradictorio con (x!)

Por lo tanto = Va (¢ — ¢) = (Vre — V)

b. E (Jze — Jxp) — Jx(p — )
= Qre — Jzp) = Jz(e = )
<= (Eq. de conectivos y Teo.Sustitucién)
= (=3ze V Azy) = Jx(—p Vi)
< (Eq. de conectivos)
=~ (=3zp V 3zyp) V Jz(—p V )
< (De Morgan, doble negacién y Teo.Sust.)
= (Jzp A —3zyp) V Ix(-p V )
< (Commutativa V)
= Jz(-e V)V (3zp A —Jarp)
< (Distr. V con A)
= Be(op v ) v 3up) A (Be(op v ) v —3u)
< (Distr. 3y V)
E (Jz—p vV 3z V Jze) A (Sx—e V Fzyp V ~Fx))
< (Asoc.V, 3ro.Excl.,Teo.Sust.)
E ((Bz—e V Jzp) V z) A (Jz—p V —L)
< (Distr.3 con V,DL V,Teo.Sust.)
C @e(op v 9) v 3rw) AL
< (3ro.Excl., Teo.Sust, Neutro A)
= dr—Ll Vv 3z
& (2 ¢ FV(-L))
=LV dxy
< (DL V)
-
y esto se cumple trivialmente
c. EVz(p ) = (Yap < Vo)
= Va(p < ¢) = (Vop < Vay)
& (def. )
(VM)(M V(e < ) = (Vo < Vry))
& (2.4.5)
(YM)M |=Va(p < ) = M= (Vo & V)
< (2.4.5 x2 y sust.)
(YM)((Va € IM)(M |= gla/z] & M |=la/z]) = M | (Vop < Vay))
& (245 x3)
(VM) ((Va € IMI)(M = lafa] > M E bfa/a)) =
(Vb € IM)(M [= plb/z]) & (Ve € IM|)(M = ¢le/])))

Sea M una estructura arbirtraria, demostraremos que:

(Ya € |MI)(M = pla/a] & M = bla/a]) =
(% € IMM | plb/a]) & (e € MM F vle/a))

H) (Va € IM))(M E pla/a] & M = dla/z])
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T) (Vb € IM))(M [ ¢[b/z]) & (Ve € [M])(M = y[e/z])
Demo.
Tenemos que demostrar ((Vb € |[M|)(M [ ¢[b/z]) & (Ve € IM|) (M E e/x])).
Por lo que partiremos la prueba en directo y reciproco:
Directo:_ (Vb € IM|)(M = ¢[b/z]) = (Ve € IM])(M = [e/x])
H) (Va € [M|)(M |= ¢la/z] & M | ¢la/z]) (A)
(Vo € IM)(M [= p[b/2])(B)
T) (Ve e IM|)(M = ¢le/z])
Demo.
Sea ¢ € | M| arbitrario, queremos probar M |= i[¢/x].

(por hipdtesis (B)) (por hipétesis (A))

(Vb€ MM = olb/z])  (Va € MM [ pla/2] < M = la/])
= (ce M) = (ce M)

M |= gle/x)(+) M = gle/x] & M = ge/z](+*)

Apli(/zando b(*l) en (x?), podemos concluir que M = 9[¢/z] que es lo que se
queria probar.
Reciproco: (Ve € IM) (M E dle/x]) = (Vb € IM])(M [ ¢lb/])

H) (Va € [M))(M |=pla/a] & M= yla/z]) (A)
(Ve € MM | 0fc/x])(B)

T) (vb € [M))(M = ¢lb/x])

Demo.
Sea b € | M| arbitrario, queremos probar M = @[b/z].

(por hipétesis (B)) (por hipétesis (A))

(Ve e MM Edle/z])  (Va € IM))(M = pla/z] & M = vla/x])
= (be M) = (be M) )
M P[b/x](+*( M [ plb/a] & M= ¢[b/x])+?)

Aplicando (x1) en (¥2), podemos concluir que M = ¢[b/x] que es lo que se
queria probar.
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d. E (Ve — Jap) — Fx(p — )
= (Vzp — Jay) — Jz(p — )

< (equivalencia de conectivos)

= = (Vop — Jzy) V Iz(p — 1))

< (equivalencia de conectivos y teo. de sustitucién (2 veces))

F = (=Vze V 3z) V Jx(—e V)

< (De Morgan, De Morgan generalizado, doble negacién y teo. de sustitucién)
F (Voo AVz—y) V 3z(—p V1)

< (distributiva del A y V y teo. de sustitucién)

= Va(e A=) vV 3z(-e Vo)

< (De Morgan generalizado y teo. de sustitucién)

= Va(e A=) V =Vz(=(-e V 1))

< (De Morgan, doble negacién y teo. de sustitucién)

= Va(p A )V =Ve(p A )

< (Tercero excluido)

-

y esto se cumple trivialmente

e. = (Jxp = Vay) — V(e — )

E (Jze — V) — V(e — )
& (def. )

(VM) (F Bz — Vay) = Va(p — )

& (24.5)

(YM)M [ (Bzp — Vay)) = M | Va(e — )

& (2.4.5 x3)

(YM)(((3a € MM [ pla/z] = (Vb € IM)M [ Vi) = M | V(e = o))
< (2.4.5 x2 y sust.)

(YM)((Ba € IMM [= pla/z] = (Vb € IM)M |= ¢[b/a]) =

(Ve € IM)(M = ple/z] = M |= yle/a]))

Sea M una estructura arbirtraria, demostraremos que:

((Ba € MM = gla/z] = (Wb € MM | P[b/z]) =
(Ve € IM)M = ple/z] = M = yle/z])

H) ((Ga € [M)M = pla/z] = (Vb € [M|)M |= ¢[b/x])
T) (Ve e [M))(M  gle/z] = M | ye/x])
Demo.

Sea ¢ € |[ M| arbitrario, queremos probar M |= ¢[¢/z] = M = ¢¥[c/x]).
Suponemos M |= ¢[¢/x] y vamos a probar M = ¢[¢/x]

M = ple/x]

= (c testigo del existencial)
(3a € MM = pla/x]
:_> (por hipétesis) ~
(Vb € [M)M = ¢[b/7]
= (ce M)

M = yle/x]
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(por hipdtesis (B)) (por hipdtesis (A))

(Vb€ I MM Eplb/z])  (Va € IM))(M = ¢la/z] & M = ¥la/a])
= (ce€ M) = (ce |M])

M ple/z] (1) M = gle/z] & M = yle/z](+?)

Aplicando (*!) en (¥2), podemos concluir que M = [c/z] que es lo que se queria
probar.

Ejercicio 16

Bosquejo de soluciéon

a. Recordemos que en esta parte se tiene la hipotesis adicional,
(Vi € N) g(p;) € SENT
Queremos probar,

(VMe.t.a.)(3v € Val)(Vep € PROP) v(p) = vM(f(y))

Demo.
Tomemos una estructura M de tipo adecuado arbitraria y consideremos la funcién
de interpretacién asociada v™ : SENT — {0, 1}. Consideremos la valuacién v; € Val
definida por

(Vpi € P) vi(pi) = v™(g(p:)) (A)

Observamos que por la hipdtesis recordada al inicio de esta parte g(p;) € SENT y por
tanto podemos aplicar v a g(p;). !

Ahora probaremos que v; satisface

(Ve € PROP) vy () = v™(f())

utilizando el PIP para PROP en .
Identificamos la propiedad a utilizar,

P(p) = vi(p) = 0™ (f(p))
Paso Base 1

T) P(pi) : vi(ps) = UM(f(Z?i))

Demo.

9(pi))
= (def. f)
oM (f(ps))

I Adicionalmente, por el Teorema 1.2.2, la valuacién v; que satisface la condicién anterior es tinica.
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Paso Base 2
Paso Base 1
T) P(L):oi(L) =oM(f(L))

Demo.

vi(L)
= (def. val.)
0
= (def. interp.)
vM(L)
= (def. f)
oM (f(L))
Paso Inductivo 1
HI) P(p) : vi(yp) = oM (f(p))
TI) P((=)) : vi((=¢)) = oM (f((=¢)))

Demo.

v ((=9))

= (def. val.)

1— U1(90>
= (HI)

1= v (f(¢))

= (def. interp.)

v (= ()

= (def. f)
oM (f(=))
Paso Inductivo 2
HI) P(p) : vi(p) = vM(f(0))
P() s vi(y) = v (f(¥))
TI) P((p A)) il AY) =M (F((p AY)))

Demo.

vi((e A )

= (def. val.)

min{v;(¢), v1(¢)}

= (HD)

min{va (f(¢)), var(f(¥))}

= (def. interp.)

v ((fle) A ()

= (def. f)

M(f((e A )

Paso Inductivo 3

HI) P(¢) :vi(e) = v™(f(0))
P() : v1(1p) = oM (f (1))
TI) P((p V) s vi((e V) = vM(f((¢ V1))

Demo.
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vi((e V)

= (def. val.)

max{vi(¢),v1(¢)}

= (H])

max{vp (f()), om(f(¥))}

= (def. interp.)

M((f(0) v ()

= (def. f)

vM(f((o V)

Paso Inductivo 4

HI) P(¢) : vi(e) = v™(f(0))
P() o1 (1) = oM (f(1))
TI) P((¢ — ) s v1((e = ) = o™ (f((¢ = ¥)))

Demo.

v (e = )

= (def. val.)

max{1l — vi(¢),v1(¥)}

= (HI)

max{1l — v (f(¥)), va(f(¥))}

= (def. interp.)

v ((f(e) = £()))

= (def. f)
oM (f((p = 1)))

Paso Inductivo 5

HI) P(¢) : vi(p) = v™(f(p))
P(4) : vi(¥) = v (f(¥))
TI) P((p < ¥)) : vil(p < ) = 0™ (f((¢ <> ¥)))

Demo.

vi((p < ¢)) =1

< (def. val.)
vi(p) = v (¥)
& (HI)

(f(©)) = v (f(¥))

UM
< (def. interp.)

M((f(e) & f(1)) =1

v
&> (def. f)
WM(f((p 1) =1
Entonces por el PIP para PROP podemos afirmar que,

(Vi € PROP) v1(p) = v™(f(¢))

b. Queremos probar

Loégica 2024

(Jv € Val)(Ve € PROP)(FV(f()) C {21, ..y tm} = v(@) = 0™ (F(@)[ " /0, 2 ]))

En la prueba notaremos,
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= <d1,...,am>
= (T1,. ., Tm)

8 QU

Siguiendo un razonamiento analogo al de la parte anterior, consideramos la valuacion
v1 € Val definida por

(Vpi € P) vi(pi) = o™ (f(ps)]al]) (B)
Ahora probaremos que v; satisface

(Voo € PROP)(EV(f(9)) C {x1, ., wm} = vilp) = oM (f()[al7]))

utilizando nuevamente el PIP para PROP en (.
Identificamos la propiedad a utilizar,

Plp) = FV(f(9) C {z1, . 2} = vi(p) = 0™ (f(0)[al2])
Paso Base 1

T) P(p:) : FV(f(p)) € {z1, 002} = 01(pi) = o™ (f (i) [@|7])
Demo.

Ul(Pz’)
= (B)

oM (f (po)lala])

Paso Base 2

T) P(L): FV(f(L)) S {z1, ., m} = vi(L) = oM (f(L)[al7])
Demo.

—_
I_
~—

def. val.)

<l =

(def. interp.)
ML)

(def. si1st.)
Y (Lal7))
(def. 1)

M(fF(L)[ala)

<

<1

<

Paso Inductivo 1
HI) P(¢) : FV(f(9)
TI) P((—¢)) : FV(f((=¢))) € {21, ., 2m} = v1((—@)) = o™ (f((=y))[al])
Demo.
Supongamos FV(f((—¢))) C {z1,...,xm}. (¥1)

Observamos que
FV(f((=¢)))
= (def. 1)

FV(=£(¥))

= (def. FV)

FV(f(¥))
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y por tanto se cumple por el supuesto (*1), FV(f(¢)) C {1, ...,

Luego,

vi((=¢))

= (def. val.)
1 —vi(yp)

= (*2 e HI)

L= oM (f(p)lal))

= (def. interp.

)
M((=(f(p)lal))))
= (def. sust.)

vM((=f(¢))lala])

= (def. f)
VM (f((=))[ala])

Paso Inductivo 2
HI) P(p) : FV(f(9)) C {21, ...z} = 01(p) = v (f(p)[al7])
P() : EV(f(¥)) C a1,y 2m} = 01(¥) = oM (f(¥)]al7])
TI) P((eAY)) : EV(f((eAY))) C{z1, sz}t = vi((pAY)) =

Demo.
Supongamos FV(f((¢ A))) C {z1,...,xm}. (*1)

Observamos que
FV(f(( A1)
= (def. f)

EV((f(@) A ()

= (def. FV)

FV(f()) UFV(f(¥))
y por tanto se cumplen por el supuesto (*1),
FV((9)) € {21, 2} (*2)
FV(f()) € {a1, .o zm} (*3)

Luego,
vi((e A )

= (def. val.)

min{v; (¢), v1(¢)}

= (*2, *3 ¢ HI)

min{v™ (f(o)[ala]), v™ (f (¥)lala])}

= (def. interp.)

vM((Flp)ala]) A (f()[alz]))

= (def. sust.)
M(((fle) A F(@)]alz])))
= (def. 1)
oM (f((p A))[a)])
Paso Inductivo 3
HI) P(¢) : FV(f(¢)) C {21, .o, zm} = v1() = v (f(¢)[al7])
P() : FV(f(¥) C a1,y mm} = 0i(¥) = oM (f(¥)]al7])

]
TI) P((pVe)) - FV(f((pVe))) € {ar, s wm} = vi((p V1))
Demo.
Supongamos FV(f((¢ V1)) C{z1,...,xm}. (¥1)

Loégica 2024

Tm}. (*2)

= vM(f((pVy))lal1])
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Observamos que

EV(f((e V)

= (def. f)

EV((f(@) V F(#)))

= (def. FV)
FV(f(¢)) UFV(f(¥))
y por tanto se cumplen por el supuesto (*1),
FV(f(9)) € {21, 2m} (*2)
FV(f()) € {a1, ... zm} (*3)
Luego,
vi((e V)

= (def. val.)

max{v (@), v1(¢)}

= (*2, *3 ¢ HI)

max{v" (f(¢)[alz]), v™ (f (v)[al7])}

= (def. interp.)

vM((Fl)lala]) v (f(¥)lalz]))

= (def. sust.)

V(o) v F(@)]ala])

= (def. f)
oM (f((p v ))lalz])
Paso Inductivo 4
HI) P(p) : FV(f(9)) C {x1, ... wm} = v1(p) = 0™ (f(p)[@l2])
P) : FV(f()) C{ar, s v} = 01(¢) = oM (f(¥)[al2])
TI) P((¢ = ) : FV(f((¢ = ) C{z1, s} = vil(p = ¥) = oM (f((p —

¥))lala])
Demo.

Supongamos FV(f((¢ — v¥))) C{z1,...,xm}. (¥1)

Observamos que
FV(f((¢ = ¥)))
= (def. f)
FV((f(¢) = f(¥)))
= (def. FV)
FV(f(g)) UEV(f(4))

y por tanto se cumplen por el supuesto (*1),

FV(f()) € {21, tm} (*2)
FV(f()) € {z1, ... xm} (*3)

Luego,
wlle = ¥)
;é%efi:ai)w), n()
mi 1 o F()FIR), oM (1))
(PRI = ()
P (7(0) - FEED))
M (F (0 — ) [71E)
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Paso Inductivo 5

HI) P(¢) : FV(f (90)

)) € {71,y } = vi(p) = v (f(p)[al1])
) € {zs >$m};‘vl("¢)—v (f(¥)lal])

P() - FV(f (¢
TT) 7’)%17 <]—> 1) tEV(f((e ¢ ¥) S {zr, o am} = nille > ) = v (f((¢ «
Demo.
Supongamos FV(f((¢ V1)) C{z1,...,xm}. (*1)
Observamos que
EV(f((¢ < 1))
= (def. f)
EV((f () < f(¥)))
= (def. FV)
EV(f(e)) UFV(f(¥))

y por tanto se cumplen por el supuesto (*1),

FV(f(¢)) S {21, s wm} (*2)
FV(f(¥)) € {z1, ...z} (*3)
Luego,
v((p < v)) =

< (def. val.)

vi(p) = v1(Y)

< (*2,*3 ¢ HI) -
vM(f(e)lal]) = v (f(¥)[alz])

< (def. interp.)

vM((Fl)ald]) < (f(v)lald])) =1

< (def. sust.)

VM(((f(e) & f(¥))lal7]))) =1

< (def. f)

M(f((p < ¥)ala]) =1
Entonces por el PIP para PROP podemos afirmar que,
(Vo € PROP)FV(f()) € {@1, - wm} = vi(0) = v (f()[al])
c. Queremos probar
(Vi € PROP) = ¢ == f(¢)

Demo.
Sea ¢ € PROP una tautologia.

Ademés como FV(f()) es un conjunto finito, podemos suponer FV(f(p)) C {z1, ...

Queremos probar entonces

= f(¥)

& (def. |2)

(VMe.t.a )M = f(p)

(VMe.t.a)M = cl(f(v))

< (def. clausura)

(VMe.t.a)M = ((Vxy1) ... (Yzm,)f(p))

& (245

(VMe.t.a.)(Yay,...,am € |M|)M = f(p)]ar,...,an|z1,. .. 2]

<= (def. interp.)

(VMe.t.a.)(Vay,. .. ,am € |MNOM(f(@)lar, ... am|T1,. .., 20]) =1

7xm}
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Tomemos una estructura de tipo adecuado M y ay,...,a, € |M|. Por la parte b,
sabemos que

(Fvy € Val)vi (o) = o™ (f(p)[ar, ..., am|z1, ..., Tm])

En particular, como ¢ es tautologia sabemos que v1(p) = 1 y por tanto también se
cumple

oM (f(o)ar, .-y amlTr, .. 1)) =1

Ejercicio 19

Bosquejo de solucion

a. Recordemos que contamos con las siguientes afirmaciones:

M = (Fr) Pi(2) A Bz)(-Pi(2)) (1)
Q es finitoy 1 € Q (2)
Q#0 (3)

Se probaran las partes a continuacion.

I. Recordemos el concepto de condicién suficiente: (2) es una condicién suficiente para
que se cumpla (1) sii (2) = (1).

H) Q esfinitoy 1 € Q
T) M= (3z)Pi(x) A (Fz)(=Fi(z))
Demo)
M |= (3z)Pi(z) A (3z)(=Pi(z))
& (245)
M = (Fz)Pi(z) y M = (3z)(~Pi(2))
< (2.4.5 x2 y sustitucién)
(Ba € MM [ Pi(a) y (3b € MM | =Py(b)
< ( def vM)
Ga e M[)(acQ)y (Fbe M) ¢Q)
<= ( testigos)
1€ Qpor H) y (3b€ Z\ Q) porque Z es infinito y Q es finito por H)

II. Recordemos el concepto de condicion necesaria: (2) es una condicion necesaria para
que se cumpla (1) sii (1) = (2). Tenemos que demostrar que esto no se cumple, por
lo que demostraremos que se puede cumplir (1) y no (2). Es decir:

(3Q C 2)((1 ¢ Q) o (Q infinito)) tal que M = (3x)Py(x) A (Fz) (=P (z))
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Demo)

Sea @ = Z\ {1}

Entonces,

M = B2)Pi(z) A (F2)(~Py(2))

& (245)

M= (Fz)Pi(x) y M = (Fx)(~Fi(2))

< (2.4.5 x3 y sustitucién)

(3a € IM)M E Pi(a) y (3b € [M[)M £ Pr(b)
& (def oM y ) )

(Ja € [M|)(ae€ @)y (3be[M|)(bEQ)

<= (testigos con Q = Z\ {1} )

a=2€Qyb=1¢Q

Loégica 2024

III. Como se vio anteriormente (3) es una condicion necesaria para que se cumpla (1)

sii (1) = (3)

H) M |= (3z)Pi(x) A (3z)(-Pi(z))

T) Q@#0

Demo)
M = (Fz)Pi(z) A (Fz) (= Pi(x))
& (245)
M |= (3z)Pi(z) y M = (3z)(~Fi(2))
< (2.4.5 x3 y sustitucién)
(Ja € [M))M |= Pi(a) y (3b € [M])M [~ P1(b)
S (et oM y ) i
(FaeM)aec@)y (Fbe M)b¢Q)
= ((Fa € Z)(a €Q))

Q#0

IV. Como se vio anteriormente, hay que encontrar un contraejemplo para demostrar que

no se cumple que (3) = (1). Es decir:

(3Q € 2)(Q # 0) tal que M |~ (3x) Py(2) A

Demo)
Sea Q = Z
Entonces,

M = (3a) Py(x) A (Bz) (= Pi(x))

(contrarreciproco 2.4.5)

M = (Bx) Pr(x) o M~ (3r)(-Pi(x))

(si se cumple A, también se cumple (A o B))

M (Fr) (P (2))

(contrarreciproco 2.4.5 y sustitucién)

(Va € |[M[)(M [~ =Py(a))

< ( contrarreciproco 2.4.5)

(Va € Z2)(M F Pi(a))
< ( def vM)

(Va € Z)(a € Z)

y esto se cumple trivialmente

(Fz)(=Pu(x))

V. Para esto tenemos que encontrar una condicién (4) tal que (4) < (1). Mirando la
formula que queremos que sea modelada por M tiene que haber al menos un ele-
mento en la relacién ) y ademas () no puede corresponderse con el universo, por lo
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que una condicién suficiente y necesaria para lo pedido es:

Q#IyQ#Z (4)

Por lo tanto, queremos demostrar:

M |= (Fz)Pi(z) A (Bz)(-Pi(z) € Q# Dy Q# Z

Demo)
M |= (Fz)Pi(x) A (Fz) (=P (x))
< (2.4.5)
M |= (Fz)Pi(z) y M = (3z)(~Pi(z))
4? (2.4.5 x3 y sustitucién) B B
(Ja € IM)M |= Pi(a) y (Fb € [M|)M = Pi(b)
& (def oM y ) )
(Ja € [M|)(a€ @)y (3be[M|)(b¢ Q)
< (hay al menos un elemento en Q y hay al menos un elemento Z que no esta en Q)

Q#DVyQ#2Z

b. Recordemos que en esta parte se cuenta ademas con la siguiente afirmacién:
M = Pi(z) A Pi(y) <> Po(,y) (5)

Se probaran las partes a continuacion.

I. Para demostrar que (3) no es ni necesario ni suficiente para que se cumpla (5) basta
demostrar que no pasan las siguientes afirmaciones:

no se cumple que (3) = (5) (A)

y
no se cumple (3) <= (5) (B).

Demostremos primero (A): (3S C Z x Z)(Q # 0) y M [~ Pi(x) APi(y) <> Psy(z,v)
Demo)

Sea S =10

Entonces,

M= Pi(z) A Pi(y) < Pa(z,y)
< (clausura)
M A (Vo) (Vy) (Pu(x) A Piy) < Pa(z,y))

<‘i> (contrarreciproco 2.4.5 y sustitucion)

(Fa € MM [~ (Vy)(Pi(@) A Pi(y) < Pa(a,y)))

<:_> (contrarrecipﬁoco 2.4.5 y sustitucién) - B

(Ja € |IM|)(Fb € IM|)(M £ Pi(a) A Pi(b) < Py(a,b))

4? (equivalentesz B B

(Ja € IM])(Fb € IM[)(M = Ps(a,b)) < Pi(a) A Pi(b)

<:_> (contrarrecipioco 2.4.5) ~ ~

(3a € [M|)(3b € |M|)(M I Po(a, b)) sii M = Py(a) A Pi())

<:_> (2.4.5) B - -
(Ja € IM])(Fb € IM[)(M = P(a,b)) sit M = Pi(a) y M = Pi(b))
& (def vM y |=)
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(Ba € [M[)(3b € [M])((a,b) ¢ 5sii (a € Q) y (b€ Q))

<= (a € Z ybe Z tales que a = b son testigos de la afirmacién)

Sea a € Z, tal que a € (), sabemos que existe porque Q # ().

Como S = () entonces (a,a) ¢ S

De las afirmaciones anteriores se puede conlcuir que (a,a) € S sii (a € Q) y (a €

Q)
Ahora demostremos (B): (35S C Z x Z)(Q = 0) y M [ Pi(z) A Pi(y) + Pa(z,9)
Demo)

Sea S =10
Entonces,

M E Pi(z) A Pi(y) < Pa(z,y)

< (clausura)

M = (Vo) (Vy) (Pr(z) A Pu(y) < Pa(z,y))

<:_> (2.4.5 y sustitucién)

(Va € [M))(M = (Vy)(Pi(a) A Pi(y) < Pa(a,y)))

<:_> (24.5y sustiﬁucién) - -

(Va € |IM|)(Vb € IM|)(M = Pi(a) A Pi(b) <+ Py(a,b))

& (2.45) ) ) )

(Va € IM])(Vb € IM|)(M = Pi(a) A Pi(b) sit M = Py(a, b))

& (24.5) B B B
(Va € IM|)(Vb € IM])(M = Pi(a) y M = Py(b) sii M = P(a,b))
4? (def vM y ':),

(Va € IM])(Vb € IM)((a € Q) y (b € Q) sii (a,b) € 5)

Si () fuera no vacio, entonces S también deberia serlo, lo que contradice la hi-
pétesis, por lo tanto Q = ()

II. Una condicién necesaria y suficiente para que se cumple (5) es:
S=QxQ (6)

Ahora demostremos: S = Q x Q < M = Pi(x) A Pi(y) < Py(z,y)

Demo)
M |= Pi(z) A Pi(y) < Pa(z,y)
< (clausura)
M |= (Va)(Vy)(Pi(x) A Pi(y) < Pa(2,y))
< (2.4.5 y sustitucién)
(Va € MM = () (Pi(@) A Pily) < P2(@,y)))
< (2.4.5 y sustitucién)
(Va € IM])(Vb € IM|)(M = Pi(a) A Py(b) <+ Py(a,b))
& (24.5)
(Va € |M|)(b € |M|)(M = Py(a) A Pu(B) sii M = Py(a, b))
& (2.4.5)
(Va € |M])(¥b € IM)(M = Py(a) y M = Pi(b) sii M = Py(a, b))
& (def oM y k)
(Va € IM|)(Vb € [M[)((a € Q) y (b€ Q) sii (a,b) € 5)
< (teoria de conjuntos)

S=0Q xQ
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c. De las partes anteriores sabemos que My = Pi(z) A Pi(y) — (Vx)(Vy)Pa(z,y) & S =
@ x @, por lo que basta con que la estructura que buscamos cumpla S # @ x (). Ademas
observando que se debe cumplir M; = (3x)Pi(z) y de lo demostrado en la parte a.,
la estructura que buscamos también debe cumplir Q # (). De lo anterior llegamos a la
siguiente posible estructura:

My = <{O7 .}’ {o, .}7 ®>
Se debe probar que:

M, = Bz)Pi(z) (A)
y
My = Pi(x) A Pi(y) — (Vo) (Vy) Po(z, ) (B)

Demo A:
M = (3z)Pi(z)
& (245)
(Ja € IMi[)M, = Pi(a)
< (def oMy =)
(Ja € IMy])a € {o, o}
<~ (a=0)
= {o,o}

Demo B: M, £ Pi(z) A Pi(y) — (Vz)(Vy) Pa(z,9)
< (clausura)
My = (Vo) (Vy) (Pu(z) A Pi(y) — (Vo) (Vy) Po(z, )
4? (contrarreciprcico 2.4.5 x2 y sustitucién) B
(Ba € [My])(3b € [Mu )My [~ (Pr(a) A Pu(b) — (Vo) (Vy) Pa(2, y))
< (contrarreciproco 2.4.5)
(Ja € [Mi])(3b € IMi)My | Pr(a) A Pi(b) y My i~ (V) (Vy) Pa(a, y))
< (contrarreciproco 2.4.5 x2 y sustitucién)
(3a € IMy)(3b € My )My |= Pi(@)AP(D) y ((Fe € IMi])(3d € [IMy])) M, = Pa(é,d))
& (2.4.5)
(Ja € IM])(Fb € [Mi)M: = Pi(a) y My = Pi(b) y ((3e € [Mu])(3d € IMu])) M [~
Py(c,d))
& (def oMy =) ~ ~
(a € [Mi])(3Fb € [Mu)(a € Q) y (b € Q) y ((Bc € [IMy])(3d € [My])) < ¢,d >¢
S)
<= (a=o,b=0,c=o0,d=0)

(c€fo,e})y(c€fo,e})y <o,0>¢0)

Por lo probado anteriormente, M; cumple ambas condiciones.
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